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List of T a bl es
3. 1 R a di u s a n d di m e n si o nl e s s ti d al d ef or m a bilit y Λ ≡ λ / m 5 f or a pr ot ot y p e 1.4 M ⊙
N S m o d ell e d wit h t w o e x a m pl e s of t h e o r eti c al E O S s, n a m el y A P R 4 [ 1 ] a n d
A L F 2 [ 2], w hi c h r e pr e s e nt t o c a s e s of s oft a n d sti ff n u cl e ar m att er, r e s p e cti v el y. 2 6
3. 2 M e di a n a n d 6 8 % c o n fi d e n c e i nt e r v al s of t h e ti d al d ef or m a bilit y ˜︁Λ ( cf. Fi g. 3. 2.) 2 9
3. 3 M e di a n a n d 6 8 % c o n fi d e n c e i nt er v al s of F f or t h e t w o E O S m o d el s A L F 2 a n d
A P R 4, a n u m b er of o b s er v ati o n s N o b s = 1 0 or N o b s = 6 0, a n d t w o d et e ct o r
n et w or k s: (i) a s e c o n d- g e n er ati o n H L V n et w o r k a n d (ii) a t hir d- g e n er ati o n
n et w or k c o m p o s e d of t w o C E s a n d E T. We f o c u s o n t hr e e e xtr e m e c a s e s: a
p ur e B N S p o p ul ati o n ( F = 0), a “ p e rf e ctl y mi x e d ” p o p ul ati o n ( F = 0 .5), a n d
a p u r e B H N S p o p ul ati o n ( F = 1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 2
4. 1 E v e nt p ar a m et er s a n d h y p er- p ar a m et e r s u s e d i n t hi s w or k . . . . . . . . . . 5 3
5. 1 E v e nt p ar a m et er s a n d h y p er- p ar a m et e r s u s e d i n t hi s w or k. . . . . . . . . . . 6 5
5. 2 E v e nt r at e s f or e a c h h y p er- p ar a m et er a n d f or m ati o n s c e n ari o. R at e s ar e gi v e n
f o r z < 0 .1 a n d i n c o m o vi n g v ol u m e p er ti m e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 4
6. 1 E v e nt p ar a m et er s ( θ ) of t h e bi n ar y a n d h y p er p ar a m et er s ( λ ) of t h e P B H m o d el
u s e d i n t hi s w or k. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 4
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6. 2 H y p er p a r a m et er s of t h e P B H m o d el i nf err e d u si n g ( m 1 , m2 , χe ff , z) a n d G W T C-
2 d at a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 0
8. 1 P ar a m et er s of t h e m o st pr o mi si n g e x o pl a n et ar y s y st e m s f or G W d et e cti o n ( n ot e
t h at, a s di s c u s s e d i n t h e t e xt, t h e cl a s si fi c ati o n of t h e s e s y st e m s a s e x o pl a n et s
i s q u e sti o n a bl e). All p ar a m et er s ar e t a k e n fr o m t h e o nli n e e x o pl a n et c at al o g
h t t p : / / e x o p l a n e t . e u / c a t a l o g / , wit h t h e e x c e pti o n of q u a ntiti e s l a b el e d
wit h † [3 ], ‡ [4 ], § [5 ], a n d ∗ [6 ]. H e r e D L , M s t a r [M ⊙ ] a n d M pl a n e t [M J ] d e n ot e
t h e l u mi n o sit y di st a n c e, m a s s of t h e st ar i n s ol ar m a s s e s, a n d m a s s of t h e
pl a n et i n J u pit er m a s s e s, w hil e ( θ̄ S , ϕ¯ S ), ι a n d P d e n ot e t h e s k y l o c ati o n (i n
e cli pti c c o or di n at e s), i n cli n ati o n a n d or bit al p eri o d of t h e bi n ar y. . . . . . . . 1 1 4
8. 2 S N R f o r t h e l o u d e st s o ur c e s c o n si d er e d i n [ 6 ], u si n g t h e n oi s e p o w er s p e ctr al
d e n sit y f or Cl a s si c LI S A [ 7 , c ol u m n s 2, 3 a n d 4] a n d t h e c urr e nt LI S A d e si g n
[8 , c ol u m n s 5 a n d 6]. T h e s e c o n d r o w i n di c at e s w h et h er w e i n cl u d e d g al a cti c
c o nf u si o n n oi s e or n ot. T h e t hir d r o w li st s t h e a s s u m e d o b s er v ati o n ti m e
T o b s (i n yr s). N u m b er s i n s q u ar e br a c k et s ar e t h e m a xi m u m a n d mi ni m u m
S N R s c o n si st e nt wit h p ar a m et er u n c ert ai nti e s f or t h e gi v e n s o u r c e. I n r o u n d
p ar e nt h e s e s w e r e p ort t h e s k y l o c ati o n a n d ori e nt ati o n a v er a g e d S N R. . . . . 1 1 7
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9. 1 D et e cti o n r at e s r a n d n u m b er of o b s er v ati o n s N i nf err e d fr o m c urr e nt LI G O / Vi r g o
m e a s u r e m e nt s of t h e i ntri n si c m er g er r at e ( cf. S e c. 9. 3). R e s ult s ar e r e p ort e d
f or t h e LI S A mi s si o n al o n e [ E q s. ( 9. 9)], a s w ell a s c o m bi n e d d et e cti o n s wit h t h e
g r o u n d- b a s e d i nt erf er o m et er s LI G O a n d C o s mi c E x pl or er ( “ 3 g ”) [ E q. ( 9. 1 1)].
F o r e a c h e sti m at e, w e r e p ort t hr e e v al u e s ( “l o w er ”, “ m e di a n ”, “ u p p e r ”) t o
br a c k et u n c ert ai nti e s. R at e s a r e e sti m at e d u si n g t h e t w o p o p ul ati o n s of R ef. [ 9 ]
( “ p o w e rl a w ” a n d “l o g ”) a s s u mi n g b ot h t h e n o mi n al ( T o b s = 4 yr) a n d t h e e x-
t e n d e d ( T o b s = 1 0 yr) d ur ati o n f or t h e LI S A mi s si o n. E v e nt s wit h ρ LI S A > 8 c a n
b e di sti n g ui s h e d fr o m s p a c e a n d will s er v e a s pr e di cti o n s f or t h e gr o u n d- b a s e d
i n st r u m e nt s. E v e nt s wit h ρ LI S A > 4 a r e n ot li k el y t o b e o b s er v e d b y LI S A
al o n e ( h e n c e t h e p ar e nt h e s e s i n t h e “ LI S A ” e ntri e s of t h e t a bl e) b ut will b e
o b s er v a bl e u si n g gr o u n d- b a s e d d et e cti o n s a s pri or s. F or c o m p ari s o n, w e al s o
r e p o rt t h e pr e di ct e d e v e nt r at e f or LI G O at d e si g n s e n siti vit y a n d C o s mi c
E x pl or er i n t h e l o c al U ni v er s e ( z < 0 .3). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 4 1
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9. 2 D et e cti o n r at e s ( r , t o p) a n d n u m b er of e v e nt s (N , b ott o m) f or gr o u n d- b a s e d
d et e ct or s ( LI G O, C o s mi c E x pl or er “ 3 g ”), s p a c e mi s si o n s ( LI S A) a n d m ulti b a n d
s c e n a ri o s a s pr e di ct e d b y p o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n s of bi n ar y st ar s ( cf.
S e c. 9. 4). We pr e s e nt r e s ult s fr o m 7 si m ul ati o n s, w h er e w e o nl y v ar y t h e
m a g nit u d e of ki c k s i m p art e d t o B H s at birt h ( σ = 0, 2 5, 5 0, 7 0, 1 3 0, 2 0 0, 2 6 5
k m / s). We c o n si d er t w o di ff er e nt LI S A mi s si o n d ur ati o n s T o b s = 4 , 1 0 y r a n d
S N R t h r e s h ol d s ρ LI S A > 8 , 4. E v e nt s wit h ρ LI S A > 4 c a n o nl y b e e xtr a ct e d
u si n g gr o u n d- b a s e d d at a a s pri or s, a n d ar e t h e r ef or e i n di c at e d i n p ar e nt h e si s
f or LI S A al o n e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 4 2
1 1. 1 L u mi n o sit y di st a n c e f or t h e t hr e e s o ur c e cl a s s e s c o n si d er e d i n t hi s p a p e r. . . 1 6 9
x viii
List of Fi g ur es
2. 1 O ut- of- s a m pl e t e st of o u r m a c hi n e-l e ar ni n g i nt er p ol at or. T h e si m ul ati o n wit h
σ = 5 0 k m / s i s e x cl u d e d fr o m t h e tr ai ni n g d at a s et a n d u s e d t o v ali d at e r e s ult s.
T h e t o p p a n el s h o w s t h e i ntri n si c di stri b uti o n s of c hir p m a s s a n d r e d s hift
d r / d θ . Bl u e c u r v e s s h o w t h e i nt er p ol at e d r e s ult, w hil e o r a n g e c ur v e s s h o w
t h e c o ntr ol s et. C o nt o ur s m ar k 3 0 %, 5 0 %, 7 0 % a n d 9 0 % c o n fi d e n c e i nt er v al s;
si d e hi st o gr a m s s h o w t h e m ar gi n ali z e d di stri b uti o n s. T h e b ott o m p a n el s h o w s
d et e cti o n r at e s a cr o s s t h e h y p er p ar a m et er s p a c e. I n p arti c ul ar, t h e bl u e li n e
s h o w s i ntri n si c r at e s r , w hil e or a n g e a n d gr e e n li n e s s h o w o b s er v a bl e r at e s r d e t
f or LI G O at d e si g n s e n siti vit y a n d d uri n g O 1 / O 2, r e s p e cti v el y. Cir cl e s m a r k
t h e si m ul ati o n s u s e d t o t r ai n t h e i nt er p ol at or; cr o s s e s m ar k t h e v ali d ati n g
d at a s et. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 5
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2. 2 I nj e cti o n-r e c o v e r y t e st. T h e l eft p a n el c o n si d er s LI G O at d e si g n s e n siti vit y,
w h er e s el e cti o n e ff e ct s ar e i n cl u d e d t h r o u g h p d e t . I n t hi s c a s e, b ot h dr / d θ a n d
d r d e t / d θ a r e i nt e r p ol at e d fr o m p o p ul ati o n- s y nt h e si s si m ul ati o n s. T h e ri g ht
p a n el s h o w s a t e st r u n w h er e w e a s s u m e a fi ctiti o u s LI G O d et e ct or d e s cri b e d
b y p̃ d e t ( s e e t h e d e s c ri pti o n i n t h e t e xt), w hi c h all o w s u s t o o nl y i nt e r p ol at e
d r / d θ . T h e i nj e ct e d v al u e σ̄ = 1 0 0 k m / s i s m a r k e d b y v erti c al d a s h e d li n e s.
S oli d c ur v e s s h o w p o st eri or di stri b uti o n s of t h e str e n gt h of s u p er n o v a ki c k s σ
a s s u mi n g t h e pr e di ct e d n u m b er of o b s er v a bl e s o ur c e s i s N d e t ( σ̄ ) = 1 0 ( bl u e),
1 0 0 ( or a n g e), a n d 1 0 0 0 ( gr e e n). A f e w r e ali z ati o n s ar e r e p ort e d f or e a c h of
t h e s e c a s e s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 6
2. 3 C o n str ai nt s o n t h e str e n gt h of B H n at al ki c k s σ u si n g 1 0 B H bi n ar y d at a fr o m
LI G O / Vi r g o O 1 a n d O 2. T h e bl u e c ur v e s h o w s o ur p o st eri or di stri b uti o n.
Verti c al bl u e li n e s s h o w t h e c orr e s p o n di n g m e di a n ( s oli d) a n d 9 0 % c o n fi d e n c e
i nt e r v al ( d a s h e d). We a s s u m e a fl at pri or ( h o ri z o nt al bl a c k li n e). . . . . . . 1 8
x x
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3. 1 L eft p a n el: M a s s-r a di u s r el ati o n s f or s el e ct e d E O S m o d el s. L eft t o ri g ht:
A P R 4 [ 1 ] (t hi c k g r e e n), S L Y 4 [1 0 ] ( d a s h e d bl u e), A P R 3 [1 ] ( d a s h e d r e d),
M P A 1 [ 1 1 ] ( d a s h e d or a n g e), A L F 2 [2 ] (t hi c k br o w n), a n d H 4 [1 2 ] ( d a s h e d c y a n).
T h e g r a y li n e s r e pr e s e nt t h e 9 0 % c o n fi d e n c e r e gi o n s f or t h e c o m p a ni o n m a s s e s
a n d t h eir r a dii f or t h e LI G O / Vir g o e v e nt G W 1 7 0 8 1 7, a s s u mi n g a p ar a m etri z e d
E O S a n d i m p o si n g a l o w er li mit o n t h e m a xi m u m m a s s of 1 .9 7 M ⊙ ( cf. Fi g. 3
of R ef. [ 1 3 ]). Ri g ht p a n el: Di m e n si o nl e s s ti d al d ef or m a bilit y Λ ( o n a l o g s c al e)
a s a f u n cti o n of t h e N S m a s s f or t h e s a m e E O S m o d el s c o n si d er e d i n t h e l eft
p a n el. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 4
3. 2 B ott o m: C o n diti o n al pr o b a bilit y di stri b uti o n s P ( ˜︁Λ |i), w h e r e i = B H N S - D G
( s oli d r e d), B H N S - U ( d a s h e d r e d), B N S - D G ( s oli d bl u e) or B N S - U ( d a s h e d bl u e),
f o r E O S A L F 2 (l eft p a n el) a n d A P R 4 (ri g ht p a n el). Verti c al li n e s i d e ntif y
t h e 6 8 % c o n fi d e n c e i nt er v al s f or t h e t hr e e di stri b uti o n s ( cf. T a bl e 3. 1). T o p:
l o g1 0 (r ), w h e r e r i s t h e p r o b a bilit y r ati o d e fi n e d i n E q. ( 3. 3) f or di ff er e nt
c o m bi n ati o n s of m a s s di stri b uti o n m o d el s, a s i n di c at e d i n t h e l e g e n d. W h e n
t hi s r ati o i s a b o v e t h e s h a d e d r e gi o n t h e bi n ar y i s li k el y t o b e a B H N S. B el o w
t h e s h a d e d r e gi o n it i s li k el y t o b e a B N S. I n t h e gr e y s h a d e d r e gi o n, t h e
bi n ar y’ s ori gi n i s u n c ert ai n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 7
3. 3 Vi oli n pl ot s h o wi n g t h e pr o b a bilit y di stri b uti o n of P ( ˜︁Λ ) d e fi n e d i n E q. ( 3. 4)
f o r t h e A L F 2 (l eft) a n d A P R 4 (ri g ht) E O S a n d f o r s el e ct e d v al u e s of F =
[ 0, 0 .1 , 0 .2 , . . . 1]. T h e p o p ul ati o n i s d o mi n at e d b y B N S s w h e n F → 0, a n d b y
B H N S s w h e n F → 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 0
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3. 4 R e c o n st r u ct e d p r o b a bilit y d e n sit y f u n cti o n s of t h e p ar a m et er F a s s u mi n g
N o b s = 1 0 o b s er v ati o n s ( s oli d li n e s) or N o b s = 6 0 o b s er v ati o n s ( d a s h e d li n e s).
T h e l eft p a n el r ef er s t o a s e c o n d- g e n er ati o n d et e ct or n et w or k ( H L V), a n d
t h e ri g ht p a n el t o a t hir d- g e n er ati o n n et w or k c o m p o s e d of t w o C E s a n d E T.
We f o c u s o n t hr e e e xtr e m e c a s e s: a p u r e B N S p o p ul ati o n ( F = 0, bl u e), a
“ p e rf e ctl y mi x e d ” p o p ul ati o n ( F = 0 .5, g r e e n), a n d a p ur e B H N S p o p ul ati o n
(F = 1, r e d). F or c o n cr et e n e s s h er e w e f o c u s o n E O S A P R 4 a n d w e c o m p ar e
t h e m a s s di stri b uti o n m o d el s B H N S - U a n d B N S - D G , b ut r e s ult s ar e q u alit ati v el y
si mil a r f or ot h er E O S m o d el s a n d m a s s di stri b uti o n s. . . . . . . . . . . . . . 3 1
3. 5 R e c o n st r u ct e d p r o b a bilit y d e n sit y f u n cti o n s of t h e p ar a m et er F a s s u mi n g
N o b s = 6 0 o b s e r v ati o n s wit h a s e c o n d- g e n er ati o n d et e ct or n et w or k ( H L V). H er e
w e l o o k at t h e m o st p e s si mi sti c s c e n ari o w h er e w e i nj e ct a n A L F 2 p o p ul ati o n
i nt o a B a y e si a n fr a m e w or k tr ai n e d wit h t h e A P R 4 E O S, a n d w e f o c u s o n t h e
t w o e xtr e m e c a s e s: a p ur e B N S - D G p o p ul ati o n ( F = 0, bl u e) a n d a p ur e B H N S - U
p o p ul ati o n ( F = 1, r e d). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 7
3. 6 Pr o b a bilit y di stri b uti o n of F o bt ai n e d b y i nj e cti n g 1 0 o b s er v ati o n s w h er e ti d al
di s r u pti o n o c c ur s, a s d et er mi n e d b y i m p o si n g q < Q D (C , χ) ( cf. E q. ( 2) of
R ef. [ 1 4 ]). We si m ul at e o ur bi n ari e s u si n g eit h er t h e I M R P h e n o m P v 2 N R T i d a l
(r e d) or t h e P h e n o m N S B H ( bl a c k) w a v ef o r m m o d el s, u si n g t h e A L F 2 E O S a n d t h e
C E + E T d et e ct or n et w or k. All o wi n g f or ti d al di sr u pti o n d o e s n ot si g ni fi c a ntl y
c h a n g e t h e di st ri b uti o n s i nf err e d i n t h e ri g ht p a n el of Fi g. 3. 4. . . . . . . . . 3 8
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4. 1 A n ill u str ati o n of t h e w o r ki n g pri n ci pl e of n or m ali zi n g fl o w. Gi v e n t h e t a r g et
s a m pl e s ( hi st o gr a m i n gr e e n), w h o s e p df w e w a nt t o e sti m at e , w e a p pl y a
s eri e s of t r a n sf or m ati o n s t o w r a p a G a u s si a n t o fit t h e t ar g et s a m pl e. Si n c e
t h e pr o b a bilit y d e n sit y of t h e G a u s si a n c a n b e o bt ai n e d tri vi all y, t h e p df of t h e
t a r g et ( s h o w n i n bl u e) c a n al s o b e c o m p ut e d a s l o n g a s t h e tr a n sf or m ati o n s
ar e k n o w n. I n t h e c a s e of a n e u r al n et w or k, t h e tr a n sf or m ati o n i s a s et of
p ar a m et eri z e d f u n cti o n s, w h o s e p ar a m et er s ar e o bt ai n e d d uri n g t h e t r ai ni n g of
t h e n e u r al n et w or k. F or c o m p ari s o n, w e al s o u s e a G a u s si a n k d e t o e sti m at e
t h e p df gi v e n t h e t ar g et s a m pl e s. W hil e t h e G a u s si a n k d e c a n c a pt ur e t h e
bi m o d alit y of t h e t ar g et, it mi s s e s t h e s h ar p e d g e s of t h e di stri b uti o n. O n t h e
ot h e r h a n d, t h e n or m ali zi n g fl o w fr a m e w or k r e p r o d u c e t h e di stri b uti o n wit h
e x c ell e nt a c c u r a c y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 8
4. 2 T h e j oi nt pr o b a bilit y di stri b uti o n of t h e 6 e v e nt p ar a m et er s i n t h e p h e n o m e n o-
l o gi c al m o d el, gi v e n t h e h y p er- p ar a m et er s λ = ( − 2 , 2 , 0 .5 , 0 .7). T h e t w o
c o nt o ur r e pr e s e nt t h e 6 8 % a n d 9 5 % c o n fi d e n c e i nt er v al of t h e s a m pl e d di s-
tri b uti o n. T h e a n al yti c al ( bl u e) li n e r e pr e s e nt s t h e tr u e a n s w er. T h e 5-l a y er
( o r a n g e) a n d 1 0-l a y e r ( gr e e n) li n e s ar e t h e o ut p ut of t h e n et w or k wit h t h e
c orr e s p o n di n g n u m b er of fl o w l a y er s. E a c h c o nt o ur ar e cr e at e d fr o m 1 0 0 0 0 0
s a m pl e s, eit h er d r a w n fr o m t h e a n al yti c al di stri b uti o n or g e n er at e d b y t h e
n et w or k. T h e 5-l a y er m o d el fit s t h e a n al yti c al a n s w er f airl y w ell o n l ar g e s c al e
y et h a vi n g s o m e i n a c c ur a c y n e a r t h e e d g e of c o s t1 a n d c o s t2 . We fi n d t h e
a c c ur a c y of 1 0-l a y er m o d el t o b e s u ffi ci e nt f or o ur p u r p o s e. . . . . . . . . . . 5 4
x xiii
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4. 3 L eft : T h e p o p ul ati o n p o st eri or r e c o v er e d b y t h e n e ur al n et w or k e m ul at or a s t h e
p o p ul ati o n li k eli h o o d. T h e i nj e ct e d h y p er- p ar a m et er s ar e λ = ( − 2 , 2 , 0 .5 , 0 .7),
w hi c h i s m a r k e d b y t h e bl a c k li n e s. T h e c o nt o ur s a r e t h e 6 8 % a n d 9 5 %
c o n fi d e n c e i nt er v al s. T h e bl u e, or a n g e a n d gr e e n li n e m ar k t h e c a s e of h a vi n g
1 0 0, 1 0 0 0 a n d 3 0 0 0 e v e nt s, r e s p e cti v el y. Ri g ht : T h e p o p ul ati o n p o st eri or
r e c o v er e d b y t h e a n al yti c al di stri b uti o n st at e d i n s e cti o n 4. 4. T h e o nl y di ff er e n c e
b et w e e n t h e ri g ht p a n el a n d t h e l eft p a n el i s t h e p o p ul ati o n li k eli h o o d, all
ot h er f a ct or s ar e t h e s a m e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 5
5. 1 Di stri b uti o n s of s o ur c e-fr a m e pri m ar y m a s s a n d m a s s r ati o f or all m er gi n g B B H s
f r o m t h e C O S M I C a n d C M C m o d el s. T h e l eft c ol u m n s h o w s t h e di stri b uti o n s f or
di ff e r e nt c o m m o n e n v el o p e e ffi ci e n ci e s a n d m er gi n g B B H s fr o m C O S M I C o nl y,
a n d t h e ri g ht c ol u m n s h o w s t h e di stri b uti o n s f or di ff er e nt i niti al viri al r a dii
w h e n w e o nl y c o n si d e r B B H m er g er s fr o m C M C . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 7
5. 2 T h e s o u r c e-fr a m e pri m ar y m a s s a n d m a s s r ati o di stri b uti o n f or all m er gi n g
B B H s i n t h e mi xt ur e m o d el. We fi x e d α = 1 a n d r v = 1 t h e n mi x t h e
di stri b uti o n s wit h t hr e e v al u e s of t h e mi xi n g fr a cti o n f = [ 0 .1 , 0 .5 , 0 .9] . . . 6 8
5. 3 T h e p o st e ri or di stri b uti o n of o ur m o d el i nf e rr e d b y u si n g all B B H s u p t o
G W T C- 2. T h e c o nt o u r s r e pr e s e nt 5 0 % a n d 9 0 % cr e di bl e b o u n d s. T h e gr e y
li n e s i n t h e 1 D m ar gi n ali z e d r e s ult s ar e p o st eri or di stri b uti o n i nf err e d b y u si n g
o nl y B B H s i n G W T C- 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1
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5. 4 T h e p ri m a r y m a s s di stri b uti o n ( s h a d e d gr e y) i nf err e d b y o ur mi xt u r e m o d el.
S p e ci fi c all y, t h e s h a d e d b a n d s h o w s t h e c e ntr al 9 0 % cr e di bl e b o u n d o n p (m 1 ) a s
a f u n cti o n of pri m ar y m a s s, w hil e t h e s oli d li n e m ar k s t h e p o p ul ati o n pr e di cti v e
di st ri b uti o n: t h e i nf err e d pr o b a bilit y di stri b uti o n o n m 1 aft er m ar gi n ali z ati o n
o v e r t h e fi el d- cl u st er mi xi n g fr a cti o n f , c o m m o n e n v el o p e e ffi ci e n c y α , a n d
i niti al cl u st er viri al r a di u s r v . F o r c o m p ari s o n, t h e s h a d e d bl u e b a n d m ar k s t h e
a n al o g o u s r e s ult o bt ai n e d b y t h e L V C u n d e r t h eir “ M ulti- P e a k ” m a s s m o d el;
t h e d a s h e d bl u e li n e i s t h e c orr e s p o n di n g p o p ul ati o n pr e di cti v e di stri b uti o n. 7 3
6. 1 P o p ul ati o n p o st eri or u si n g t h e 4 4 G W T C- 2 B H bi n ar y e v e nt s. Bl u e li n e s ar e
o bt ai n e d u si n g f o ur o b s er v a bl e s ( m 1 , m2 , χe ff , z), w h e r e a s r e d li n e s d o n ot
c o n si d er t h e e ff e cti v e s pi n i n t h e i nf er e n c e. S oli d ( d a s h e d) c o nt o ur s r e pr e s e nt
6 8 % ( 9 5 %) c o n fi d e n c e i nt er v al s. T h e s oli d bl a c k li n e s i n di c at e t h e pri o r s
a s s u m e d f or t h e p o p ul ati o n h y p er p ar a m et er s. T h e fir st ( s e c o n d) n u m b e r i n
p ar e nt h e s e s i s t h e h y p er p ar a m et er r a n g e i nf e rr e d b y i n cl u di n g ( o mitti n g) χ e ff
fr o m t h e i nf er e n c e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 0
6. 2 P r e di cti o n f or t h e χ e ff di stri b uti o n a s a f u n cti o n of t h e pri m ar y B H m a s s m 1
a n d c ut o ff r e d s hift, at 2 σ c o n fi d e n c e l e v el, f or t h e b e st P B H s c e n ari o i nf err e d
fr o m t h e G W T C- 2 d at a s et. I n bl u e w e s h o w t h e e v e nt s fr o m t h e G W T C- 1; i n
r e d, t h e n e w e v e nt s r e p ort e d aft er t h e O 3 a o b s er vi n g r u n. . . . . . . . . . . . 9 1
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6. 3 Di stri b uti o n of t h e pri m ar y m a s s m 1 (t o p l eft), m a s s r ati o q (t o p ri g ht), e ff e cti v e
s pi n χ e ff ( b ott o m l eft) a n d pr e c e s si o n s pi n χ p ( b ott o m ri g ht) fr o m o ur b e st- fit
m o d el w h e n w e i n cl u d e χ e ff ( b ut n ot χ p ) i n t h e i nf er e n c e. F or c o m p ari s o n,
w e al s o s h o w t h e 9 0 % C L di stri b uti o n s f o u n d b y t h e L V C i n R ef. [ 1 5 ] f o r
a str o p h y si c al s o ur c e s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2
6. 4 P B H m er g er r at e d e n sit y e v ol uti o n gi v e n b y E q. ( 6. 1 0) f or t h e b e st- fit p o p ul a-
ti o n ( bl u e li n e). F or c o m p a ri s o n, w e al s o s h o w (i n r e d) t h e 5 0 % ( 9 0 %) c o n fi d e n c e
l e v el f o r t h e m er g er r at e f o u n d b y t h e L V C [1 5 ] a d o pti n g a p o w er-l a w e v ol uti o n
m o d el f o r a st r o p h y si c al s o ur c e s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 4
6. 5 S u m m a r y of t h e c o n str ai nt s o n t h e pr e s e nt P B H a b u n d a n c e f P B H (z = 0) a s a
f u n cti o n of t h e m e a n pr e s e nt P B H m a s s ⟨m (z = 0) ⟩. T h e bl u e st ar i n di c at e s
t h e m e di a n v al u e s f or t h e p o p ul ati o n p ar a m et er s { M c , σ, fP B H , zc u t o ff } i nf e rr e d
wit h t h e G W T C- 2 d at a s et. We h a v e i n di c at e d b y t h e r e d a n d bl a c k d a s h e d
li n e s, r e s p e cti v el y, t h e b o u n d s fr o m Pl a n c k D a n d N A N O Gr a v, w hi c h c arr y
u n c ert ai nti e s ( s e e t h e m ai n t e xt f or d et ail s). T h e p er p e n di c ul ar d a s h e s p oi nt
t o w ar d s t h e w o ul d- b e e x cl u d e d r e gi o n s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 5
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7. 1 T h r e e i n d e p e n d e n t p o s t e ri o r di s t ri b u ti o n m e a s u r e m e n t s of ul t r a-
li g h t b o s o n p a r ti cl e m a s s e s µ
( 1 )
s ( bl a c k ), µ
( 2 )
s ( o r a n g e ) a n d µ
( 3 )
s ( bl u e )
[ s e e E q s. ( 7. 1 )- ( 7. 3 )] f r o m a si n gl e g r a vi t a ti o n al- w a v e o b s e r v a ti o n
wi t h L I S A. P a n el a : t h e si g n al i s p r o d u c e d b y a n E M RI i nt o a bl a c k h ol e / cl o u d
s y st e m wit h µ s = 2 .2 6 × 1 0
− 1 6 e V. All t h r e e m e a s ur e m e nt s o v erl a p wit h e a c h
ot h er, f a v o u ri n g t h e pr e s e n c e of t h e cl o u d o v er t h e “ n o cl o u d ” h y p ot h e si s wit h
B a y e s f a ct o r s l o g B Cl o u dN o cl o u d > 1 0 0 0 (t o p-ri g ht). P a n el b : t h e bl a c k h ol e h a s
t h e s a m e pr o p erti e s, b ut t h e “ cl o u d ” i s pr o d u c e d b y a d ar k m att er mi ni- s pi k e.
M e a s u r e m e nt s d o n ot o v erl a p, r uli n g o ut t h e b o s o n cl o u d h y p ot h e si s wit h
B a y e s f a ct or s l o g B O t h e rCl o u d > 3 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1 1
7. 2 M e di a n e r r o r of t h e m e a s u r e m e n t s µ
( 1 ,2 ,3 )
s i n c ol o r a s a f u n c ti o n of t h e
S N R a n d ul t r ali g h t b o s o n m a s s µ s a n d m e a n h o s t bl a c k h ol e m a s s
M m e a n . T h e c o n si st e n c y t e st i s a v ail a bl e a cr o s s a wi d e µ s ∈ [ 1 0
− 1 6 .5 , 1 0 − 1 4 ]
e V (i. e. a b o v e t h e bl a c k c o nt o ur, l o g B Cl o u dO t h e r = 7). T h e pr e s e n c e of t h e cl o u d
c a n b e i nf err e d o v e r µ s ∈ [ 1 0
− 1 7 , 1 0 − 1 4 ] e V ( a b o v e t h e r e d d a s h e d c o nt o ur,
l o g B Cl o u dN o cl o u d = 7). We h a v e si m ul at e d a p o p ul ati o n of bi n ari e s di stri b ut e d l o g a-
rit h mi c all y a cr o s s h o st m a s s M ∈ [ 1 03 , 1 0 7 ] M⊙ a n d m a s s r ati o q ∈ [ 1 0
− 3 , 1 0 − 2 ],
a n d li n e arl y i n h o st s pi n j ∈ [ 0.4 , 0 .9 8]. We a v er a g e all m e a s ur e m e nt s o v er s pi n,
a n d u s e a G a u s si a n filt er o n t h e d at a f o r vi s u ali z ati o n p ur p o s e s. T h e bl a c k
s oli d c o nt o ur c orr e s p o n d s t o l o g B Cl o u dO t h e r = 7; t h e r e d d a s h- d ott e d, d a s h e d, a n d
pi n k d ott e d c o nt o ur s c orr e s p o n d t o l o g B Cl o u dN o Cl o u d = 0, 7 a n d 1 4, r e s p e cti v el y. 1 1 2
x x vii
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8. 1 C h a r a ct eri sti c str ai n h c of t h e l o u d e st e x o pl a n et ar y c a n di d at e s pl ott e d al o n g
wit h
˜︁
f S n (f ), w h e r e S n (f ) i s t h e e ff e cti v e n o n- s k y a v e r a g e d n oi s e p o w e r
s p e ctr al d e n sit y f or Cl a s si c LI S A wit h o ut g al a cti c c o nf u si o n n oi s e [ 7 , d a s h e d
r e d], a s a d o pt e d i n [ 6 ]; Cl a s si c LI S A wit h g al a cti c c o nf u si o n n oi s e ( s oli d r e d);
a n d t h e c urr e nt LI S A d e si g n wit h g al a cti c c o nf u si o n n oi s e [ 8 , s oli d bl a c k]. T h e
g al a cti c c o nf u si o n b a c k gr o u n d a n d h c ar e c o m p ut e d a s s u mi n g T o b s = 2 yr s.
C y a n d ot s wit h er r o r b a r s c orr e s p o n d t o t h e n o n- s k y a v er a g e d S N R, all o wi n g
f or u n c ert ai nti e s o n t h e s o ur c e p ar a m et er s; br o w n i n v ert e d t ri a n gl e s c orr e s p o n d
t o t h e s k y- a n d ori e nt ati o n- a v er a g e d S N R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1 6
9. 1 S k y- a v er a g e d S N R ρ f or LI S A a s a f u n cti o n of t h e bi n ar y m er g er ti m e tm e r g e r .
S oli d c ol or e d li n e s i n di c at e t hr e e s o ur c e s wit h m a s s e s of 2 9 M ⊙ a n d 3 6 M ⊙ , li k e
t h o s e of G W 1 5 0 9 1 4 [ 9 ], pl a c e d at l u mi n o sit y di st a n c e s D L = 1 0 0 , 2 0 0, a n d
4 1 0 M p c (t h e l att e r b ei n g c o m p ati bl e wit h t h e a ct u al G W 1 5 0 9 1 4 e v e nt). T h e
o pti m al S N R i s o bt ai n e d at m er g er ti m e s cl o s e t o t h e mi s si o n lif eti m e T o b s = 4
y r ( d a s h e d li n e). T h e cl o s e st s o ur c e s ar e f o u n d a b o v e t h e t hr e s h ol d ρ t h r = 8
d uri n g t h e ti m e wi n d o w m ar k e d b y t h e d ott e d li n e s. T hi s c a n b e f urt h er
r e stri ct e d if o nl y s o u r c e s m er gi n g wit hi n a ti m e T w ai t ( d a s h e d li n e) a r e s o u g ht
f or. S h a d e d c ol or e d r e gi o n s i n di c at e e ff e cti v e ti m e wi n d o w t h at d et er mi n e s t h e
m ulti b a n d r at e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 2 6
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9. 2 E x p e ct e d d et e cti o n r at e s (t o p) a n d n u m b e r of o b s e r v ati o n s ( b ott o m) of st ell ar-
m a s s B H bi n ari e s o b s er v a bl e fr o m eit h er s p a c e- b a s e d d et e ct or s al o n e or s p a c e-
a n d g r o u n d- b a s e d o b s e r v at ori e s. We c o n si d er t w o p o s si bl e o ut c o m e s of t h e
LI S A mi s si o n wit h d ur ati o n of 4 a n d 1 0 yr, t o g et h er wit h c urr e nt ( LI G O)
a n d f ut ur e ( C o s mi c E x pl or er, “ 3 g ”) gr o u n d- b a s e d i n str u m e nt s. We pr e s e nt
r e s ult s o bt ai n e d b y e xtr e mi zi n g o v er t w o m a s s s p e ctr a ( “ p o w erl a w ” a n d “l o g ”)
a n d t h r e e e sti m at e of t h e i ntri n si c m er g e r r at e ( “l o w er ”, “ m e di a n ”, “ u p p er ”);
s e e t e xt f o r d et ail s. We a s s u m e t w o p o s si bl e LI S A S N R t hr e s h ol d s, m e a nt
t o i n di c at e s c e n ari o s w h er e m ulti b a n d d et e cti o n s ar e r e ali z e d fir st fr o m s p a c e
a n d t h e n f r o m t h e gr o u n d ( ρ LI S A > 8, bl u e), or vi c e v er s a ( ρ LI S A > 4, r e d).
T h e l att er c a s e i s n ot p o s si bl e f or LI S A al o n e u nl e s s d at a a n al y si s t e c h ni q u e s
dr a m ati c all y i m pr o v e ( gr a y). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 3 0
9. 3 N u m b e r of m ulti b a n d e v e nt s a s a f u n cti o n of t h e ti m e l a g b et w e e n s p a c e- a n d
g r o u n d- b a s e d d et e cti o n. We a s s u m e a LI S A mi s si o n d u r ati o n of T o b s = 4 y r
( bl u e) a n d 1 0 yr (r e d) a n d a LI S A S N R t hr e s h ol d of 8 ( s oli d) a n d 4 ( d a s h e d).
Cir cl e s m ar k o ur d ef a ult c h oi c e T w ai t = 5 × T o b s . S h a d e d h ori z o nt al li n e s i n di c at e
t h e n u m b e r of e v e nt s pr e di ct e d b y t h e LI S A mi s si o n al o n e, irr e s p e cti v el y of
w h et h er t h e y ar e o b s er v a bl e fr o m t h e gr o u n d. T hi s fi g u r e i s pr o d u c e d a s s u mi n g
t h e “ p o w erl a w ” m a s s s p e ctr u m a n d t h e “ m e di a n ” a s s u m pti o n f or t h e i ntri n si c
m e r g e r r at e. R e s ult s ar e v er y si mil ar if LI G O or a t hir d- g e n er ati o n gr o u n d-
b a s e d d et e ct or i s c o n si d er e d; f or c o n cr et e n e s s, h er e w e u s e LI G O. . . . . . . 1 3 1
x xi x
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9. 4 M ar gi n ali z e d e v e nt-r at e di stri b uti o n of t ot al m a s s M = m 1 + m 2 (l eft p a n el s)
a n d r e d s hift z ( ri g ht p a n el) of st ell ar- m a s s B H bi n ari e s d et e ct a bl e b y LI S A,
LI G O, C o s mi c E x pl or er ( “ 3r d g e n. ”), a n d m ulti b a n d s c e n ari o s. O n t h e y- a xi s
w e s h o w d r / d M a n d d r / d z fr o m E q. ( 9. 1) ti m e s t h e bi n si z e s ∆M a n d ∆ z , s u c h
t h at t h e s u m of t h e hi st o gr a m e ntri e s i s e q u al t o t h e t ot al r at e r . M ulti b a n d
di st ri b uti o n s ar e i d e nti c al if a “ LI S A + LI G O ” or a “ LI S A + 3 g ” n et w or k i s
c o n si d er e d. R e s ult s ar e r e stri ct e d t o t h e l o c al U ni v er s e ( z < 0 .3) a n d o bt ai n e d
u si n g t h e “ m e di a n ” v al u e of R fr o m R ef. [9 ]. We a s s u m e t h e “ p o w erl a w ” (t o p)
a n d “l o g ” ( b ott o m) m a s s s p e ctr a, a LI S A mi s si o n d ur ati o n 1 0 yr, a n d a S N R
t h r e s h ol d of 8 ( s e e t e xt f or d et ail s). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 4 3
9. 5 Di stri b uti o n B H bi n ari e s d et e ct a bl e fr o m t h e gr o u n d a s a f u n cti o n of t h e S N R
i n LI S A. T h e x- a xi s s h o w s ρ LI S A e v al u at e d at T o b s ( a s a p r o x y f or t h e str e n gt h
of t h e si g n al), w hil e t h e y- a xi s s h o w s t h e gr o u n d- b a s e d d et e cti o n r at e p er
bi n. R e s ult s ar e pr e s e nt e d f or a si n gl e p o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n wit h
s u p er n o v a ki c k p ar a m et er σ = 5 0 k m / s . We a s s u m e a LI S A mi s si o n d ur ati o n
of T o b s = 4 yr ( bl u e) a n d 1 0 yr (r e d), a n d c o m p ut e gr o u n d- b a s e d s el e cti o n
e ff e ct s u si n g eit h er LI G O ( s oli d) or C o s mi c E x pl or er ( d a s h e d). . . . . . . . . 1 4 4
x x x
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9. 6 Di stri b uti o n of LI S A S N R s f or m ulti b a n d B H bi n ari e s. T h e x- a xi s s h o w s ρ LI S A
e v al u at e d at T o b s ( a s a p r o x y f or t h e str e n gt h of t h e si g n al), w hil e t h e y- a xi s
s h o w s t h e m ulti b a n d d et e cti o n r at e p er bi n. R e s ult s ar e pr e s e nt e d f o r a si n gl e
p o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n wit h s u p er n o v a ki c k p ar a m et er σ = 5 0 k m / s .
We a s s u m e a LI S A mi s si o n d ur ati o n of T o b s = 4 yr ( bl u e) a n d 1 0 yr ( r e d) a n d
a LI S A S N R t hr e s h ol d of 8 ( “f o r e w ar ni n g ”, s oli d) a n d 4 ( “ e xtr a ct e d ”, d a s h e d).
R e s ult s a p p e ar i d e nti c al if LI G O or a t hi r d- g e n er ati o n gr o u n d- b a s e d d et e ct or
i s c o n si d er e d. We s et T w ai t = 5 × T o b s , i. e. eit h er 2 0 or 5 0 yr. . . . . . . . . . 1 4 5
9. 7 C u m ul ati v e n u m b er of e x p e ct e d m ulti b a n d d et e cti o n s a s a f u n cti o n of t h e
LI S A S N R. R e s ult s ar e pr e s e nt e d f or a si n gl e p o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n
wit h s u p e r n o v a ki c k p ar a m et er σ = 5 0 k m / s . We a s s u m e a LI S A mi s si o n
d ur ati o n of T o b s = 4 yr ( bl u e) a n d 1 0 yr ( r e d) a n d a LI S A S N R t hr e s h ol d of 8
( “f o r e w a r ni n g ”, s oli d) a n d 4 ( “ e xtr a ct e d ”, d a s h e d). R e s ult s a p p e ar i d e nti c al
if LI G O or a t hir d- g e n er ati o n gr o u n d- b a s e d d et e ct or i s c o n si d er e d. We s et
T w ai t = 5 × T o b s , i. e. eit h er 2 0 or 5 0 yr. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 4 6
x x xi
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9. 8 M ulti b a n d d et e cti o n r at e s (t o p) a n d n u m b er of e v e nt s ( b ott o m) pr e di ct e d b y
p o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n s of bi n ar y st ar s. We pr e s e nt r e s ult s fr o m 7
di ff er e nt si m ul ati o n s wit h v ar yi n g s u p er n o v a ki c k s, w h er e t h e 1 D di s p er si o n σ
r a n g e s fr o m 0 k m / s ( n o ki c k s) t o 2 6 5 k m / s ( B H s r e c ei v e s f ull ki c k s a s i nf e rr e d
fr o m g al a cti c p ul s ar s). Bl u e ( r e d) c ur v e s s h o w r e s ult s a s s u mi n g a LI S A mi s si o n
d u r ati o n of 4 yr ( 1 0 yr); s oli d ( d a s h e d) li n e s a s s u m e s a LI S A S N R t hr e s h ol d
of 8 ( 4). T h e v erti c al d ott e d li n e at σ = 5 0 k m / s m ar k s t h e m o d el u s e d i n
Fi g s. 9. 5- 9. 7. R e s ult s a p p e ar i d e nti c al if LI G O or a t hir d- g e n er ati o n gr o u n d-
b a s e d d et e ct or i s c o n si d er e d. We s et T w ai t = 5 × T o b s , i. e. eit h er 2 0 or 5 0 yr.
D at a t o r e pr o d u c e t hi s fi g ur e ar e r e p ort e d i n T a bl e 9. 2. . . . . . . . . . . . . 1 4 7
9. 9 M a r gi n ali z e d di stri b uti o n s of t ot al m a s s M = m 1 + m 2 (t o p l eft), m a s s r ati o
q = m 2 / m 1 ( b ott o m l eft), r e d s hift z (t o p ri g ht) a n d e ff e cti v e s pi n χ e ff ( b ott o m
l eft) d et e ct a bl e b y m ulti b a n d G W n et w o r k s. L ar g er p a n el s s h o w r e s ult s fr o m a
p o p ul ati o n s y nt h e si s di stri b uti o n wit h s u p e r n o v a ki c k p a r a m et er σ = 5 0 k m / s.
T h e LI G O d et e cti o n r at e i s s h o w n i n gr e e n, w hil e m ulti b a n d r at e s ar e s h o w n i n
bl u e a n d r e d a s s u mi n g a LI S A mi s si o n d ur ati o n of 4 a n d 1 0 y e ar s, r e s p e cti v el y.
F o r t h e m ulti b a n d di stri b uti o n s, s oli d ( d a s h e d) li n e s ar e o bt ai n e d wit h a LI S A
S N R t h r e s h ol d of 8 ( 4); r e s ult s a p p e ar i d e nti c al if LI G O or a t hir d- g e n er ati o n
g r o u n d- b a s e d d et e ct or i s c o n si d er e d. T h e t o p s m all er p a n el s s h o w s p o st eri or
di stri b uti o n s of t h e fi r st 1 0 bi n ar y B H m er g er s d et e ct e d b y LI G O / Vir g o [ 9]. 1 4 8
x x xii
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9. 1 0 Fr a cti o n al c o ntri b uti o n t o t h e d et e cti o n r at e fr o m B H bi n ari e s f o r m e d vi a
di ff er e nt s u b c h a n n el s. E a c h p a n el c o nt ai n s r e s ult s fr o m a di ff er e nt p o p ul ati o n
s y nt h e si s si m ul ati o n, w h er e t h e str e n gt h of t h e s u p er n o v a ki c k s i s v a ri e d fr o m
σ = 0 (t o p l eft) t o 2 6 5 k m / s ( b ott o m). Bi n a ri e s ar e cl a s si fi e d a c c or di n g t o
t h e or d er of t h e f or m ati o n of t h e h e a vi e r o bj e ct ( B H 1), t h e f or m ati o n of t h e
li g ht e r o bj e ct ( B H 2) a n d t h e o c c urr e n c e of a c o m m o n- e n v el o p e p h a s e ( C E).
T o p, mi d dl e a n d b ott o m b ar s of e a c h p a n el r ef er t o LI G O, C o s mi c E x pl or er a n d
m ulti b a n d d et e cti o n s, r e s p e cti v el y. M ulti b a n d r e s ult s ar e c o m p ut e d a s s u mi n g
T o b s = 1 0 yr, ρ LI S A > 8 a n d t h e LI G O gr o u n d- b a s e d d et e ct or ( b ut r e s ult ar e
u n c h a n g e d if a LI S A + 3 g n et w or k i s c o n si d e r e d). . . . . . . . . . . . . . . . . 1 4 9
9. 1 1 St ell ar- m a s s B H bi n a r y h ori z o n r e d s hift s z h f or gr o u n d- a n d s p a c e- b a s e d G W
d et e ct o r s a s a f u n cti o n of t h e B H m a s s e s m 1 > m 2 . T o p p a n el s ar e pr o d u c e d
a s s u mi n g LI G O at d e si g n s e n siti vit y a n d t h e pr o p o s e d t hir d- g e n er ati o n d et e c-
ti o n C o s mi c E x pl or e r, t o g et h er wit h t h e st a n d ar d t hr e s h ol d ρ t h r = 8. B ott o m
a n d mi d dl e p a n el s s h o w r e s ult s f or t h e LI S A s p a c e mi s si o n, a s s u mi n g di ff er e nt
mi s si o n d u r ati o n of T o b s = 4 , 1 0 y r a n d S N R t hr e s h ol d s ρ t h r = 4 , 8. F o r
si m pli cit y, h er e w e a s s u m e n o n s pi n ni n g s o ur c e s. . . . . . . . . . . . . . . . . 1 5 0
x x xiii
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1 0. 1 Ill u str ati o n of o ur m et h o d t o di s c ar d LI S A t ri g g er s. T h e w a v ef or m s ar e t h o s e
of t h e g r a vit ati o n al e v e nt s w hi c h w er e o b s er v e d b y a LI G O i n it s O 1 a n d O 2
r u n s ( 2 0 1 5- 2 0 1 7). G W 1 5 0 9 1 4 w o ul d h a v e h a d t h e hi g h e st si g n al-t o- n oi s e i n
LI S A, ρ LI S A = 7, w hil e G W 1 7 0 8 1 4 w o ul d h a v e h a d ρ LI S A = 4 .5 ( a s s u mi n g 4
y e ar s of i nt e gr ati o n ti m e), b ot h of w hi c h ar e b el o w t h e c o n v e nti o n al ρ = 8
t h r e s h ol d. T h e r e d stri p e s i n di c at e t h e m er g e r ti m e of LI S A tri g g er s (t h eir
wi dt h s et b y t h e u n c ert ai nt y). If a tri g g e r d o e s n ot a gr e e wit h a n y of t h e
e v e nt s d et e ct e d fr o m t h e Gr o u n d, it c a n b e di s c ar d e d a s r a n d o m n oi s e ( or a s
a n a str o p h y si c al e v e nt w h o s e m er g er will a p p e ar i n LI G O i n t h e f ut u r e a n d i s
t h u s irr el e v a nt f or o u r p ur p o s e s). We s h o w t h at if LI S A h a d st art e d o b s er vi n g
i n 2 0 1 1, it w o ul d h a v e b e e n p o s si bl e t o l o w er it s si g n al-t o- n oi s e t hr e s h ol d a n d
r e c o v e r G W 1 5 0 9 1 4, a n d p ot e nti all y al s o G W 1 7 0 8 1 4. T h e ot h e r e v e nt s w o ul d
h a v e b e e n o ut of r e a c h. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 5 4
1 0. 2 T h e b o o st i n t h e LI S A d et e cti o n r at e e n a bl e d b y o ur m et h o d, c o m p ar e d t o
s etti n g t h e st a n d ar d si g n al-t o- n oi s e t hr e s h ol d of ρ = 8, a n d a s s u mi n g t h at all
s o u r c e s ar e o b s er v e d f or t h e i nt e gr ati o n ti m e T gi v e n i n E q. ( 1 0. 9). T h e bl u e
s oli d li n e s h o w s t h e r at e i n c r e a s e u si n g a F A R f u n cti o n wit h a c ut o ff at ρ = 5
a n d a m a s s f u n cti o n wit h a G a u s si a n c ut o ff. T h e d a s h e d- bl u e li n e c o rr e s p o n d s
t o a m or e o pti mi sti c F A R f u n cti o n, w h er e t h e c ut o ff i s at ρ = 4. F or c o m p ari s o n,
w e s h o w i n r e d a n d gr e e n t h e r e s ult w h e n u si n g a m a s s f u n cti o n wit h a s h ar p
c ut o ff at 5 0 M ⊙ a n d a si n gl e- e x p o n e nti al c ut o ff at 4 0 M ⊙ , r e s p e cti v el y. . . . . 1 6 0
1 1. 1 Ill u str ati o n of t h e g e o m etr y of t h e s y st e m. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 6 4
x x xi v
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1 1. 2 C o nt o u r pl ot s of t h e l o g arit h mi c r el ati v e err or i n t h e or bit al p e ri o d P 0 (t o p
r o w) a n d m a g nit u d e of t h e li n e- of- si g ht v el o cit y v || ( b ott o m r o w) i n t h e ( P 0 , v||)
pl a n e. T h e t hr e e c ol u m n s c orr e s p o n d t o o ur t hr e e c h o s e n p h y si c al s y st e m s
at fi x e d S N R ρ = 1 0: W D W D at 1 0 − 3 H z (l eft), S O B H ( mi d dl e) a n d I M B H
(ri g ht). I n t h e r e gi o n s a b o v e t h e s oli d, d a s h- d ott e d a n d d a s h e d li n e s t h e t hir d
b o d y m u st h a v e m a s s l ar g er t h a n 1 0 6 M ⊙ , 1 0
3 M ⊙ a n d 1 0
2 M ⊙ , r e s p e cti v el y,
t o pr o d u c e t h e o b s er v e d D o p pl er s hift. T h e v erti c al w hit e li n e c orr e s p o n d s t o
t h e n o mi n al LI S A mi s si o n lif eti m e T o b s = 4 yr. . . . . . . . . . . . . . . . . 1 6 7
1 1. 3 R e gi o n i n t h e ( m 0 , R si n I ) pl a n e w h er e t h e D o p pl er s hift i s o b s e r v a bl e: b el o w
e a c h of t h e r e pr e s e nt ati v e li n e s i n t hi s pl ot b ot h P 0 a n d v || ar e m e a s ur e d t o
b ett er t h a n 1 0 % u n c ert ai nt y. T h e bl u e, gr e e n a n d r e d li n e s c orr e s p o n d t o
W D W D, S O B H a n d I M B H i n n er bi n ari e s, r e s p e cti v el y. T h e s oli d li n e s r ef er
t o bi n ari e s t h at ar e b ar el y d et e ct a bl e ( ρ = 1 0); t h e c or r e s p o n di n g l u mi n o sit y
di st a n c e s ar e gi v e n i n T a bl e 1 1. 1 a n d i n t h e l e g e n d. T h e d a s h e d li n e s r ef e r t o
l o u d d et e cti o n s wit h ρ = 1 0 0. T h e s h a d e d r e gi o n s w er e n ot s a m pl e d i n o u r
p ar a m et er e sti m ati o n c al c ul ati o n s ( s e e t h e t e xt). . . . . . . . . . . . . . . . . 1 7 1
x x x v
C h a p t e r 1
T h e d a w n a n d f u t u r e of
g r a vi t a ti o n al- w a v e a s t r o n o m y
1. 1 E x e c u ti v e s u m m a r y
T h er e ar e a n u m b e r of e x c ell e nt t e xt b o o k s [ 1 6 , 1 7 , 1 8 , 1 9 , 2 0 ] w h e r e t h e r e a d er c a n fi n d
d et ail e d e x pl a n ati o n s t o t h e q u e sti o n ” W h at ar e gr a vit ati o n al w a v e s ? ”
I n t hi s i nt r o d u ct or y C h a pt er, w e i n st e a d bri e fl y r e vi e w t h e hi st or y a n d pr o s p e ct s of
gr a vit ati o n al- w a v e ( G W) a str o n o m y t o gi v e a m oti v ati o n f or t h e t h e m e of t hi s t h e si s:
pr e p ari n g f or t h e c h all e n g e s t h at t hi s r e s e ar c h fi el d f a c e s i n t h e c o mi n g d e c a d e. I n s e cti o n 1. 2,
w e p r o vi d e a bri ef r e vi e w of r e c e nt di s c o v eri e s i n G W a str o n o m y , f oll o w e d b y a di s c u s si o n
of f ut u r e r e s e ar c h dir e cti o n s i n s e cti o n 1. 3. I n s e cti o n 1. 4, w e c o n cl u d e wit h a n o utli n e a n d
s u m m a r y of t hi s t h e si s.
1. 2 T h e d a w n of g r a vi t a ti o n al- w a v e a s t r o n o m y
” Gr a vit ati o n al w a v e s h a v e o p e n e d a n e w wi n d o w o n t h e u ni v er s e ” i s pr o b a bl y t h e m o st
c o m m o nl y u s e d o p e ni n g li n e f or p a p er s a n d p r e s e nt ati o n s i n t h e G W c o m m u nit y si n c e t h e
v er y fir st d et e cti o n of G W s fr o m a bi n ar y bl a c k h ol e m er g er, G W 1 5 0 9 1 4 [ 2 1 ]. Si x y e ar s h a v e
p a s s e d si n c e t h at fir st d et e cti o n, a n d d et e cti n g G W s i s b e c o mi n g r o uti n e a s t h e s e n siti vit y
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of o u r d et e ct or n et w or k i m p r o v e s. L o o ki n g b a c k at t h e hi st or y of a str o n o m y, it i s tr ul y
r e m ar k a bl e h o w m u c h pr o gr e s s w e h a v e m a d e i n t h e p a st si x y e ar s.
A s p e r h a p s t h e ol d e st s u bj e ct a m o n g t h e n at ur al s ci e n c e s, a str o n o m y pl a y e d a n i m p ort a nt
r ol e i n v ari o u s a n ci e nt s o ci eti e s f or m a n y pr a cti c al p ur p o s e s, s u c h a s d e v el o pi n g c al e n d ar s
a n d n a vi g ati o n t o ol s [ 2 2 ]. Alt h o u g h p e o pl e at t h e ti m e b uilt i n str u m e nt s s u c h a s Ar mill ar y
s p h e r e s a n d o b s er v at ori e s t o q u a ntit ati v el y m e a s ur e t h e r el ati o n b et w e e n di ff er e nt c el e sti al
o bj e ct s, t h e o b s er v ati o n s w er e li mit e d t o w h at i s a c c e s si bl e t o t h e n a k e d e y e s. A s a r e s ult,
o ur u n d er st a n di n g of t h e u ni v er s e w a s c o n fi n e d wit hi n t h e ti n y wi n d o w of o pti c al a str o n o m y
f o r t h o u s a n d s of y e ar s.
T h e l a n d s c a p e of a str o n o m y w a s p er m a n e ntl y c h a n g e d w h e n G alil e o G alil ei p oi nt e d hi s
t el e s c o p e t o t h e ni g ht s k y i n t h e 1 7t h c e nt ur y. Wit h t h e i n cr e a s e d r e s ol uti o n a n d li g ht
c oll e cti n g ar e a of hi s m o d e st- si z e d t el e s c o p e, h e di s c o v er e d f e at ur e s of t h e S ol ar S y st e m t h at
c o ul d n ot h a v e b e e n o b s er v e d wit h t h e n a k e d e y e, s u c h a s S at ur n’ s ri n g s [ 2 3 ]. A s t e c h n ol o g y
i m p r o v e s, n ot o nl y c a n w e o b s e r v e t h e u ni v er s e wit h fi n e r s p ati al d et ail a n d t o di m m e r
c or n er s, b ut w e ar e al s o c a p a bl e t o o b s er v e a wi d e r p art of t h e el e ctr o m a g n eti c s p e ctr u m
wit h b ett er r e s ol uti o n: at t h e hi g h- e n er g y e n d w e h a v e o b s er v ati o n s t h at l e d t o t h e di s c o v er y
of t h e m o st e n e r g eti c e v e nt s w e h a v e e v er o b s e r v e d, g a m m a-r a y b u r st s [ 2 4 ]; at t h e l o w- e n er g y
e n d, r a di o o b s er v ati o n s of t h e C o s mi c Mi cr o w a v e B a c k gr o u n d pr o vi d e t h e str o n g e st e vi d e n c e
i n f a v or of o ur c urr e nt b e st m o d el f or t h e ori gi n of t h e u ni v er s e, t h e Bi g B a n g t h e or y [2 5 , 2 6 ].
I n l e s s t h a n fi v e h u n dr e d y e ar s, w e w e nt fr o m h a vi n g a n i n c o m pl et e a n d i n c or r e ct pi ct ur e
of t h e S ol ar S y st e m, t o a r el ati v el y a c c ur at e u n d er st a n di n g of t h e v e r y b e gi n ni n g of t h e
u ni v er s e.
All of t hi s c h a n g e d o n c e a g ai n o n S e pt e m b er 1 4, 2 0 1 5. W hil e b ot h LI G O d et e ct o r s w er e still
i n e n gi n e e ri n g m o d e, t h e y pi c k e d u p a si g n al fr o m a 3 6 − 2 9 M ⊙ bi n ar y bl a c k h ol e ( B B H)
m er g er at ∼ 4 1 0 M p c [2 1 ] wit h a si g n al-t o- n oi s e r ati o ( S N R) of 2 4. T h e p e a k p o w er of t hi s
e v e nt w a s e sti m at e d t o b e 3 .6 × 1 0 4 9 W , w hi c h i s ∼ 5 0 ti m e s gr e at er t h a n all st ar s c o m bi n e d
i n t h e o b s er v a bl e u ni v er s e. T hi s cr o w n e d G W 1 5 0 9 1 4 a s t h e m o st p o w erf ul e v e nt h u m a n ki n d
h a s e v e r o b s er v e d. U nli k e pr e vi o u s br e a kt hr o u g h s i n o b s er v ati o n al a st r o n o m y, t h e d et e cti o n
of G W s i s n ot e xt e n di n g o ur r e a c h wit hi n t h e r e al m of el e ctr o m a g n eti c w a v e s, b ut v e nt uri n g
i nt o a n e nti r el y n e w t errit o r y of pr o bi n g t h e u ni v e r s e. Si n c e G W s o nl y f e e bl y i nt er a ct
wit h i nt er v e ni n g m att e r, t h e y ar e n ot a ff e ct e d b y pr o bl e m s t h at w e f a c e i n el e ctr o m a g n eti c
2
C H A P T E R 1.
o b s e r v ati o n s, s u c h a s d u st o c cl u si o n. T hi s ni c e pr o p ert y of G W s e n a bl e s u s t o u n d e r st a n d
t h e m o st d y n a mi c a n d e xtr e m e p art s of t h e u ni v er s e wit h o ut t h e n e e d t o w orr y a b o ut
f or e gr o u n d c o nt a mi n ati o n, l e a di n g t o m u c h b ett e r c o n str ai nt s o n d e vi ati o n s f r o m g e n er al
r el ati vit y [ 2 7].
T w o y e ar s aft e r t h e fir st d et e cti o n, a n ot h er s p e ct a c ul ar e v e nt f urt h er br o a d e n e d o ur h ori z o n s.
A ∼ 1 0 0 s si g n al f r o m a bi n ar y n e utr o n st ar ( B N S) w a s o b s er v e d b y t h e LI G O- Vir g o
c oll a b or ati o n ( L V C) o n A u g u st 1 7, 2 0 1 7 [ 2 8]. B ef or e t h e p u bli c al ert w a s s e nt b y t h e L V C,
t h e Fe r mi G a m m a-r a y B ur st M o nit or i n d e p e n d e ntl y d et e ct e d a g a m m a-r a y b ur st ( G R B
1 7 0 8 1 7 A) wit h a ti m e d el a y of ∼ 1 .7 s wit h r e s p e ct t o t h e B N S m er g er ti m e [ 2 9 ]. I n t h e
f oll o wi n g d a y s, el e ctr o m a g n eti c o b s er v ati o n s a cr o s s all b a n d s w er e r e p ort e d b y m ulti pl e
i n d e p e n d e nt gr o u p s f or t h e s a m e e v e nt. T h e s e m ulti- m e s s e n g er o b s er v ati o n s pr o vi d e d cr u ci al
hi nt s t o t h e s ol uti o n of m a n y l o n g- st a n di n g pr o bl e m s, c o n fir mi n g f or e x a m pl e t h at G W s
tr a v el v er y cl o s e t o t h e s p e e d of li g ht [ 3 0 ]. T h e cr o s s- v ali d ati o n b et w e e n el e ctr o m a g n eti c a n d
g r a vit ati o n al o b s e r v ati o n s v ali d at e d t h e c a p a biliti e s of i nt erf er o m etri c d et e ct or s, r e a s s uri n g
t h e c o m m u nit y t h at t h e e v e nt s ar e i n d e e d a str o p h y si c al, a n d si g n ali n g t h e b e gi n ni n g of t h e
e r a of m ulti- m e s s e n g er a str o n o m y.
T h e m o st r e c e ntl y a n n o u n c e d c at al o g of G W e v e nt s ( G W T C- 2) t alli e d u p t h e t ot al a m o u nt
of G W e v e nt s t o 5 0 [ 3 1 ]. O ut of t h o s e 5 0, 3 9 ar e c o mi n g fr o m t h e fir st h alf of t h e t hir d
o b s er v ati o n al r u n ( O 3 a), w hi c h h a s r o u g hl y t h e s a m e o b s er v ati o n ti m e f or c oi n ci d e n c e
a n al y si s a s t h e fir st t w o o b s er v ati o n al r u n s c o m bi n e d. T h e i m pr o v e d s e n siti vit y n ot o nl y
bri n g s u s m or e e v e nt s, w e ar e al s o d et e cti n g m or e a n d m or e p e c uli ar e v e nt s, s u c h a s B B H s
t h at ar e t o o m a s si v e t o b e e x pl ai n e d b y st a n d ar d st ell ar e v ol uti o n s c e n ari o [ 3 2 ] a n d a n e utr o n
st ar- bl a c k h ol e m er g er c a n di d at e [ 3 3 ]. A s t h e n et w or k s e n siti vit y i n cr e a s e s w e e x p e ct t o a d d
ot h e r s o u r c e s, s u c h a s c or e- c oll a p s e s u p er n o v a e a n d p o s si bl y pri m or di al G W s, t o t h e f ut ur e
c at al o g of G W o b s e r v ati o n s.
I n j u st si x y e ar s, t h e p er c e pti o n of G W s b y t h e br o a d er a str o p h y si c s c o m m u nit y h a s
dr a sti c all y c h a n g e d. wit h n e w p a p er s o n t h e i m pli c ati o n s of t h e o b s er v e d e v e nt s a p p e ari n g
o n t h e ar Xi v e v e r y d a y. H o w e v e r, t h e a m a zi n g p a c e of di s c o v er y of c urr e nt d et e ct or s s e e m s
m o d e st w h e n c o m p ar e d t o t h e p ot e nti al of t h e n e xt g e n er ati o n of d et e ct or s.
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1. 3 T h e hi g h n o o n of g r a vi t a ti o n al- w a v e a s t r o n o m y
If t h e l at e 2 0 1 0 s w er e t h e d a w n of G W a str o n o m y, t h e 2 0 2 0 s a n d 2 0 3 0 s will b e t h e m or ni n g
a n d hi g h n o o n of t h e fi el d. T h e f o urt h o b s e r v ati o n al r u n ( O 4) of t h e g r o u n d- b a s e d d et e ct or
n et w o r k i s e x p e ct e d t o st art s o m e ti m e ar o u n d 2 0 2 2. A si d e fr o m i m pr o v e m e nt s i n t h e
s e n siti vit y of t h e e xi sti n g f a ciliti e s, wit h t h e J a p a n e s e d et e ct or K A G R A [ 3 4 ] a n d LI G O
I n di a [3 5 ] j oi ni n g t h e n et w or k, t h e d ut y c y cl e of t h e n et w or k a s a w h ol e will i m pr o v e. T h e s e
i m pr o v e m e nt s s h o ul d l e a d t o a n e x p e ct e d d et e cti o n r at e r a n gi n g fr o m h u n dr e d s t o t h o u s a n d s
of e v e nt s p er y e ar [ 3 6 ]. O n t o p of t h e i m pr o v e d d ut y c y cl e, m or e d et e ct or s i n t h e n et w or k
al s o pr o vi d e u ni q u e o p p ort u niti e s, s u c h a s b ett er l o c ali z ati o n of t h e s o ur c e s [ 3 7 ] a n d m or e
stri n g e nt G W p ol ari z ati o n t e st s [ 3 8].
T hir d- g e n er ati o n gr o u n d- b a s e d d et e ct or s s u c h a s t h e Ei n st ei n Tel e s c o p e ( E T) [ 3 9 , 4 0 , 4 1 , 4 2 ]
a n d C o s mi c E x pl or er ( C E) [ 4 3 ] ar e e x p e ct e d t o st art o b s er v ati o n s i n t h e mi d 2 0 3 0 s. W hil e
t h e l o w-f r e q u e n c y ( ∼ 1 H z ) s e n siti vit y of E T a n d C E m a y di ff e r d e p e n di n g o n d e si g n
c h oi c e s, b ot h of t h e m ar e at l e a st o n e or d e r of m a g nit u d e m or e s e n siti v e c o m p ar e d t o
A d v a n c e d LI G O. A t e nf ol d i n cr e a s e i n s e n siti vit y tr a n sl at e s i nt o a f a ct or of 1 0 3 i n cr e a s e
i n d et e cti o n r at e s, w hi c h s c al e wit h t h e o b s er v a bl e v ol u m e. At d e si g n s e n siti vit y, t hir d-
g e n er ati o n d et e ct or s ar e e x p e ct e d t o d eli v er u p t o 1 0 6 G W d et e cti o n s p er y e ar [ 4 4 ]. T h e
dr a m ati c i n cr e a s e i n t h e n u m b er of e v e nt s will i m p r o v e t h e pr e ci si o n of m a n y m e a s ur e m e nt s
r el at e d t o G W p o p ul ati o n s. F or e x a m pl e, b ot h B B H s a n d B N S s h a v e b e e n u s e d t o c o n str ai n
t h e H u b bl e c o n st a nt t o a pr e ci si o n ∼ 1 0 % [ 4 5 ]. T h e m aj orit y of t h e c o n str ai ni n g p o w er
c o m e s fr o m t h e fir st B N S e v e nt, G W 1 7 0 8 1 7, f or w hi c h t h e el e ctr o m a g n eti c c o u nt er p art
m e a s ur e m e nt s pr o vi d e c riti c al i nf or m ati o n o n t h e r e d s hift of t h e s o ur c e. E v e n t h o u g h B B H s
a r e n ot g e n er all y e x p e ct e d t o b e a c c o m p a ni e d b y el e ctr o m a g n eti c c o u nt er p art s, t h er e i s still
i nf o r m ati o n i n t h e si g n al t h at c a n b e u s e d t o m e a s ur e t h e H u b bl e c o n st a nt st ati sti c all y,
i. e. t h e y c a n b e u s e d a s ” st a n d ar d sir e n s. ” B y c o m bi ni n g all t h e B B H e v e nt s i n G W T C- 1,
o n e g et s a ∼ 4 % i m pr o v e m e nt i n t h e m e a s u r e m e nt of t h e H u b bl e c o n st a nt [ 4 5 ]. Wit h m or e
e v e nt s, G W m e a s ur e m e nt s of c o s m ol o gi c al p ar a m et er s ar e e x p e ct e d t o b e c o m e c o m p etiti v e
wit h ot h e r c urr e nt m e a s ur e m e nt s [ 4 6 ]. T h e i n c r e a s e i n s e ar c h v ol u m e al s o m e a n s t h at w e
a r e m or e li k el y t o o b s er v e r ar e a n d p e c uli a r e v e nt s, s u c h a s c or e- c oll a p s e s u p er n o v a e [ 4 7 ]
a n d l e n s e d G W e v e nt s [ 4 8].
I n a d diti o n t o t h e i m pr o v e m e nt i n st ati sti c s, t h e q u alit y of i n di vi d u al m e a s ur e m e nt s will
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al s o b e i m p r o v e d dr a m ati c all y. A G W 1 5 0 9 1 4-li k e e v e nt will h a v e S N R ρ ∼ 2 0 0 0 i n t hi r d-
g e n er ati o n f a ciliti e s. Si n c e t h e u n c ert ai nt y i n p ar a m et er e sti m ati o n i s i n v er s el y pr o p orti o n al
t o t h e S N R, t hi s hi g h S N R tr a n sl at e s i nt o e x c e pti o n all y pr e ci s e m e a s ur e m e nt s of t h e s o ur c e
p ar a m et er s. O n e of t h e m o st n ot a bl e i m pr o v e m e nt s i s i n s o u r c e l o c ali z ati o n. D et e cti o n s f r o m
c u r r e nt f a ciliti e s oft e n c o m e wit h r at h er l ar g e l o c ali z ati o n err or s ( > 1 0 0 d e g 2 ) f or s o ur c e s
i n t h e l o c al u ni v e r s e (z ≲ 0 .7). Wit h t hir d- g e n e r ati o n f a ciliti e s, m o st of t h e s o ur c e s c a n b e
l o c ali z e d wit hi n 1 d e g 2 u p t o z ∼ 3 [ 4 9 ]. Wit h t hi s i n c r e di bl e l o c ali z ati o n pr e ci si o n, p art n er s
i n el e ct r o m a g n eti c f oll o w- u p s c o ul d fi n d c o u nt er p art s m or e e a sil y t h a n u si n g t h e c ur r e nt
f a ciliti e s.
A p pr o xi m at el y o n t h e s a m e ti m e s c al e, t h e L a s er I nt erf er o m et er S p a c e A nt e n n a ( LI S A) [ 5 0 ],
a s p a c e- b a s e d G W o b s er v at or y, i s e x p e ct e d t o e x pl o r e t h e l o w-fr e q u e n c y b a n d ( 1 0 − 4 − 1 H z )
of t h e G W s p e ctr u m. A s f or el e ctr o m a g n eti c o b s e r v ati o n s, o p e ni n g a n a d diti o n al wi n d o w
i n t h e G W s p e ctr u m gr a nt s o p p ort u niti e s t o o b s er v e n e w s o ur c e cl a s s e s. O n e of t h e m o st
e x citi n g pri m ar y t ar g et s f or LI S A i s t h e m e r g e r of s u p er m a s si v e bl a c k h ol e s ( S M B H s). D u e
t o t h e l a r g e a m o u nt of e n e r g y e mitt e d b y t h e s e m er g e r s, t h e y c a n b e d et e ct e d wit h S N R
> 1 0 0 0 o ut t o c o s m ol o gi c al di st a n c e s [ 5 1 ]. B e c a u s e of t h eir v er y hi g h S N R, S M B H s i n
LI S A ar e p erf e ct c a n di d at e s f or t e st s of g e n er al r el ati vit y [ 5 2 , 5 3 ], a n d t h e y c a n al s o b e
u s e d a s c o s m ol o gi c al tr a c e r s t o st u d y t h e e v ol uti o n of o ur u ni v er s e [ 5 4 ]. D et e cti n g S M B H
m er g er s will s h e d li g ht o n t h e birt h a n d e v ol uti o n of t h e s e o bj e ct s i n t h e hi g h- m a s s r a n g e,
c o m pl e m e nti n g t h e o b s er v ati o n s fr o m gr o u n d- b a s e d d et e ct or s i n t h e s a m e er a.
A l a r g e p o p ul ati o n of g al a cti c bi n ari e s, p ri m aril y w hit e d w arf bi n ari e s i n t h e Mil k y W a y,
pr o d u c e s n e arl y m o n o c hr o m ati c G W s at fr e q u e n ci e s ∼ 1 0 − 3 H z . LI S A i s e x p e ct e d t o d et e ct
∼ 1 0 4 s u c h g al a cti c bi n ari e s wit hi n t h e fir st y e ar of o p er ati o n [ 5 5 ], s h e d di n g li g ht o n t h e
p h y si c s i n v ol v e d i n t h e f or m ati o n a n d e v ol uti o n of t h e s e s o ur c e s. D u e t o t h e n at u r e of G W s,
w e c a n al s o o b s e r v e t h e s e bi n a ri e s b e y o n d t h e G al a cti c C e ntr e a n d i n t h e Mil k y W a y’ s h al o
wit h o ut t h e n e e d of w orr yi n g a b o ut d u st o b s c ur ati o n. T hi s m e a n s t h at g al a cti c bi n a ri e s m a y
al s o p r o b e t h e c o m p o n e nt s a n d f or m ati o n hi st or y of t h e Mil k y W a y [ 5 6].
P er h a p s t h e m o st e x oti c s o ur c e cl a s s a m o n g LI S A’ s pri m ar y t ar g et s ar e e xtr e m e m a s s r ati o
i n s pir al s ( E M RI s) [5 7 ]. U nli k e S M B H s, w hi c h ar e e x p e ct e d t o m e r g e r at h er q ui c kl y, E M RI s
ar e l o n g-l a sti n g si g n al s, w hi c h c o ul d h a v e 1 0 4 − 1 0 5 c y cl e s i n b a n d b e c a u s e of t h eir e xt r e m e
m a s s r ati o. T h e l ar g e a m o u nt of G W c y cl e s m a y all o w u s t o m e a s ur e t h e bi n a r y m a s s e s a n d
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t h e di m e n si o nl e s s s pi n of t h e c e nt r al bl a c k h ol e t o e x q ui sit e pr e ci si o n s of o r d er ∼ 1 0 − 6 − 1 0 − 3
[5 8 ]. T h e r ef or e, E M RI s will b e e x c ell e nt pr o b e s of t h e e n vi r o n m e nt ar o u n d m a s si v e bl a c k
h ol e s [ 5 9] or d e vi ati o n s fr o m g e n er al r el ati vit y [ 6 0].
1. 4 O u tli n e of t hi s t h e si s
T h e r e st of t hi s t h e si s c o n si st s of t e n c h a pt er s. C h a pt er s 2 – 6 f o c u s o n w or k s r el at e d t o
a n al y zi n g a p o p ul ati o n of G W e v e nt s wit h gr o u n d- b a s e d d et e ct or s a n d p o p ul ati o n- s y nt h e si s
si m ul ati o n s. C h a pt er s 7 – 1 1 f o c u s o n i n v e sti g ati n g t h e p o s si bilit y of d et e cti n g a v a ri et y of
s o ur c e s i n LI S A.
A s t h e n u m b er of G W e v e nt s i n cr e a s e s, o u r t o ol s t o a n al y z e G W p o p ul ati o n s will b e c o m e
m or e a n d m or e i n a d e q u at e. P o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n s ar e c o m p ut ati o n all y e x p e n si v e,
s o m o st st u di e s b ef or e 2 0 1 8 w er e li mit e d t o c o m p ari n g t h e e v e nt r at e s pr e di ct e d b y si m ul ati o n s
t o t h e d at a. W hil e it w a s p o s si bl e t o g e n er at e a s p ar s e b a n k of si m ul ati o n s a n d i nt er p ol at e
t h ei r e v e nt r at e s, it w a s n ot tri vi al t o g e n er ali z e t hi s i nt e r p ol ati o n t o pr o b a bilit y d e n sit y
f u n cti o n s ( p df s) of ot h er o b s er v a bl e q u a ntiti e s ( s u c h a s t h e m a s s s p e ct r u m of t h e e v e nt s)
a n d t o c o m p ar e t h e r e s ulti n g c o n diti o n al p df wit h t h e d at a. I n t h e fir st h alf of t h e t h e si s w e
d e v el o p m a c hi n e l e ar ni n g t e c h ni q u e s t o s ol v e t hi s i nt er p ol ati o n pr o bl e m, t h e n a p pl y t h e s e
t e c h ni q u e s t o a n al y z e v ari o u s p o p ul ati o n s of G W e v e nt s.
I n C h a pt er 2 w e a n al y z e t h e fir st t w o o b s er v ati o n al r u n s of t h e LI G O / Vir g o C oll a b or ati o n
( O 1 a n d O 2) u si n g p o p ul ati o n s y nt h e si s t o g et h er wit h a G a u s si a n pr o c e s s e m ul at or. B y
e m pl o yi n g a m o d e st s uit e of si m ul ati o n s of i s ol at e d bi n ar y c o m p a ct o bj e ct s, w e d e m o n str at e
t h at w e c a n c o n str ai n t h e o n e- di m e n si o n al v el o cit y di s p er si o n of t h e bl a c k h ol e n at al ki c k s.
I n C h a pt er 3 w e i n v e sti g at e w h et h er it i s p o s si bl e t o di sti n g ui s h B N S s fr o m n e utr o n st ar- bl a c k
h ol e bi n a ri e s at t h e p o p ul ati o n l e v el. Si n c e bl a c k h ol e s h a v e z er o ti d al d ef or m a bilit y, t h e
e ff e cti v e ti d al d ef or m a bilit y of a B N S a n d of a n e utr o n st ar- bl a c k h ol e bi n ar y ar e e x p e ct e d
t o b e di ff e r e nt. Alt h o u g h w e c a n n ot c o n cl u si v el y d et er mi n e t h e n at u r e of a n e v e nt b a s e d
o n t h e e ff e cti v e ti d al d ef or m a bilit y, b e c a u s e o ur c urr e nt d et e ct or s ar e n ot s e n siti v e e n o u g h,
t h e di ff e r e n c e b et w e e n t h e t w o s o ur c e p o p ul ati o n s will b e c o m e a p p ar e nt a s t h e n u m b er of
d et e cti o n s i n cr e a s e s. We f o u n d t h at e v e n t h e c urr e ntl y o p er ati o n al n et w or k of G W d et e ct or s
c a n s e p a r at e t h e t w o s o ur c e t y p e s gi v e n a r e a s o n a bl e n u m b er of e v e nt s ( ∼ 1 0), w hil e m or e
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e v e nt s l e a d t o i m pr o v e d st ati sti c al si g ni fi c a n c e.
T h e G a u s si a n pr o c e s s e m ul at o r w e e m pl o y i n C h a pt e r s 2 a n d 3 c a n o nl y h a n dl e si m pl e
m o d el s. T o o v e r c o m e t hi s li mit ati o n, i n C h a pt er 4 w e d e v el o p a n e w e m ul at or b a s e d o n
a d e e p l e ar ni n g t e c h ni q u e c all e d n or m ali zi n g fl o w, a n d s h o w t h at it c a n h a n dl e pr o bl e m s
of a pr e vi o u sl y i ntr a ct a bl e c o m pl e xit y. T hi s n e w t e c h ni q u e e n a bl e s u s t o e m pl o y m or e
s o p hi sti c at e d m o d el s i n a n al y zi n g t h e gr o wi n g c at al o g of G W e v e nt s. T hi s e m ul at or i s t h e
m ai n t o ol b e hi n d t h e w or k d e s cri b e d i n C h a pt e r s 5 a n d 6.
I n C h a pt e r 5, w e a p pl y t h e e m ul at or t o st u d y a mi xt ur e of t w o s e p ar at e b ut c o n si st e nt s uit e s
of p o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n s: C O S M I C f o r t h e i s ol at e d f or m ati o n s c e n ari o, a n d C M C
f or d y n a mi c all y f or m e d B B H s. T h e ori gi n of G W e v e nt s h a s b e e n a l o n g st a n di n g q u e sti o n.
B y a n al y zi n g G W T C- 2 wit h t h e e m ul at or w e fi n d t h at, u n d er c ert ai n a s s u m pti o n s, 8 0 % of
t h e e ntir e p o p ul ati o n of G W e v e nt s ar e d y n a mi c all y f or m e d. T hi s i s a n i m p ort a nt fir st st e p
t o w a r d s m or e c o m pl et e c o m p ari s o n s of di ff er e nt a str o p h y si c al p o p ul ati o n s.
We e n d t h e fir st h alf of t hi s t h e si s wit h a n i n v e sti g ati o n of pri m or di al bl a c k h ol e s ( P B H s) a s
o n e of t h e p o s si bl e f or m ati o n c h a n n el s f o r t h e m er g er s o b s er v e d b y LI G O a n d Vir g o. B y
a n al y zi n g t h e G W T C- 2 d at a s et, w e s et a n u p p er li mit o n t h e fr a cti o n of d ar k m att er i n t h e
f or m of P B H s, a n d c o n str ai n t h e i m p ort a n c e of a c cr eti o n f or t h e gr o wt h of t h eir m a s s e s a n d
s pi n s.
I n t h e s e c o n d h alf of t hi s t h e si s, w e i n v e sti g at e t h e p o s si bilit y of d et e cti n g a n u m b er of
u n u s u al G W s o ur c e c a n di d at e s. U nli k e t h e m ai n LI S A t ar g et s, s u c h a s S M B H s, E M RI s or
g al a cti c bi n ari e s, t h e s e s o ur c e c a n di d at e s h a v e n ot r e c ei v e d m u c h att e nti o n s o f ar.
I n C h a pt e r 7 w e st u d y t h e p o s si bilit y t h at LI S A m a y d et e ct a n d c h ar a ct eri z e ultr a-li g ht
b o s o n s, a d ar k m att er c a n di d at e. If ultr a-li g ht b o s o n s e xi st, s pi n ni n g bl a c k h ol e s i n a s uit a bl e
m a s s r a n g e will b e s urr o u n d e d b y a b o s o n cl o u d pr o d u c e d b y s u p err a di a nt i n st a biliti e s. If
o n e of t h e bl a c k h ol e s i n a G W- e mitti n g bi n ar y i s s urr o u n d e d b y s u c h a cl o u d, t h e w a v ef or m
of t h e G W si g n al will b e m o di fi e d. We s h o w t h at E M RI o b s er v ati o n s b y LI S A c o ul d l e a d t o
t h e d et e cti o n of ultr a-li g ht b o s o n s i n t h e m a s s r a n g e [ 1 0 − 1 6 .5 , 1 0 − 1 4 ] e V, or e x cl u d e t h eir
e xi st e n c e i n t hi s m a s s r a n g e.
I n C h a pt e r 8 w e e x a mi n e t h e p o s si bilit y of d et e cti n g G W s fr o m e x o pl a n et s. Si n c e o nl y
a bi n ar y w h er e t h e e x o pl a n et i s v er y cl o s e t o a st ar c o ul d e mit si g ni fi c a nt G W s, G W
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m e a s u r e m e nt s c o ul d b e u s e d t o st u d y e x o pl a n et s i n r e gi o n s t h at ar e c o m pl e m e nt ar y t o
tr a diti o n al el e ctr o m a g n eti c s ur v e y s. We s h o w t h at s o m e k n o w n bi n ar y s y st e m s m a y b e
m ar gi n all y d et e ct a bl e b y LI S A, a n d c o m m e nt o n t h e i m p r o v e m e nt s t h at w o ul d b e n e e d e d t o
d et e ct t hi s cl a s s of s y st e m s m or e e ffi ci e ntl y.
I n C h a pt e r s 9 a n d 1 0 w e t ur n o ur att e nti o n t o st ell ar- o ri gi n B B H s t h at c a n b e d et e ct e d
i n b ot h gr o u n d- b a s e d d et e ct or n et w or k s a n d LI S A, i. e. ” m ulti- b a n d ” s o ur c e s. W hil e
gr o u n d- b a s e d d et e ct or s o b s er v e r o u g hl y t h e l a st s e c o n d of a st ell ar- ori gi n B B H m er g er,
s p a c e- b a s e d d et e ct or s c o ul d o b s er v e t h e e arli er p h a s e of t h e i n s pir al f or m o nt h s or y e ar s.
T h e s e c o m pl e m e nt ar y m e a s ur e m e nt s of t h e s a m e e v e nt c o ul d yi el d str o n g t e st s of g e n er al
r el ati vit y a n d c o n str ai n bi n ar y f or m ati o n m o d el s. I n C h a pt er 9 w e c o m p ut e e v e nt r at e s
f or m ulti- b a n d e v e nt s, a n d i n C h a pt er 1 0 w e pr o p o s e a m et h o d t o e xtr a ct s u b-t hr e s h ol d
m ulti- b a n d e v e nt s fr o m t h e LI S A d at a str e a m b y e x pl oiti n g t h e c oi n ci d e nt d et e cti o n of t h eir
m e r g e r s wit h gr o u n d- b a s e d i nt erf er o m et e r s.
We c o n cl u d e t h e t h e si s b y a s ki n g w h et h e r w e c o ul d d et e ct i nt er m e di at e m a s s bl a c k h ol e s
(I M B H s) u si n g t h e r a di al v el o cit y m e a s ur e m e nt s of n e ar b y G W- e mitti n g bi n ari e s. W hil e
LI S A c a n d et e ct I M B H m er g er s u p t o c o s m ol o gi c al di st a n c e s, t h e I M B H m er g er r at e i s still
l a r g el y u n k n o w n, si n c e w e h a v e n ot d et e ct e d a n y of t h e m y et. O n t h e ot h er h a n d, t h er e i s
s o m e e vi d e n c e t h at st ell ar cl u st er s m a y h o st I M B H s at t h eir c e nt er. I n C h a pt er 1 1 w e s h o w
t h at G W- e mitti n g bi n ari e s or biti n g ar o u n d a n I M B H h a v e ti m e- d e p e n d e nt D o p pl e r s hift s
t h at m a y b e m e a s u r e d b y LI S A. T h e s e D o p pl er m o d ul ati o n s c o ul d b e u s e d t o s e ar c h f or
n o n- G W- e mitti n g I M B H s.
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M a c hi n e-l e a r ni n g i n t e r p ol a ti o n of
p o p ul a ti o n- s y n t h e si s si m ul a ti o n s t o
i n t e r p r e t g r a vi t a ti o n al- w a v e
o b s e r v a ti o n s: A c a s e s t u d y
We r e p ort o n a d v a n c e s t o i nt er pr et c urr e nt a n d f ut ur e gr a vit ati o n al- w a v e e v e nt s i n li g ht of
a str o p h y si c al si m ul ati o n s. A m a c hi n e-l e ar ni n g e m ul at o r i s tr ai n e d o n n u m eri c al p o p ul ati o n-
s y nt h e si s pr e di cti o n s a n d i n s ert e d i nt o a B a y e si a n hi er ar c hi c al fr a m e w or k. I n t hi s c a s e st u d y,
a m o d e st b ut st at e- of-t h e- art s uit e of si m ul ati o n s of i s ol at e d bi n ar y st ar s i s i nt er p ol at e d
a cr o s s t w o e v e nt p a r a m et er s a n d o n e p o p ul ati o n p ar a m et er. T h e v ali d ati o n pr o c e s s of
o ur pi p eli n e s hi g hli g ht s h o w o mitti n g s o m e of t h e e v e nt p ar a m et e r s mi g ht c a u s e e rr or s i n
e sti m ati n g s el e cti o n e ff e ct s, w hi c h pr o p a g at e s a s s y st e m ati c s t o t h e fi n al p o p ul ati o n i nf er e n c e.
U si n g LI G O / Vir g o d at a fr o m O 1 a n d O 2 w e i nf er t h at bl a c k h ol e s i n bi n ari e s ar e m o st
li k el y t o r e c ei v e n at al ki c k s wit h o n e- di m e n si o n al v el o cit y di s p e r si o n σ = 1 0 5 + 4 4− 2 9 k m / s .
O u r r e s ult s s h o w c a s e p ot e nti al a p pli c ati o n s of m a c hi n e-l e ar ni n g t o ol s i n c o nj u n cti o n wit h
p o p ul ati o n- s y nt h e si s si m ul ati o n s a n d gr a vit ati o n al- w a v e d at a.
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2. 1 I n t r o d u c ti o n
T h e o b s er v e d c at al o g of gr a vit ati o n al- w a v e ( G W) d et e cti o n s i s gr o wi n g at a f a st p a c e. El e v e n
[9 ] ( or p o s si bl y m or e [6 1 ]) e v e nt s h a v e b e e n a n n o u n c e d s o f ar a n d h u n dr e d s m or e ar e e x p e ct e d
t o b e o b s er v e d wit hi n a f e w y e ar s. T hi s o p e n s a u ni q u e p o s si bilit y of i nf er ri n g p r o p erti e s of
t h e p o p ul ati o n of m er gi n g c o m p a ct bi n ari e s i n t h e U ni v er s e.
C u r r e nt st at e- of-t h e- art a n al y s e s a s s u m e t h at t h e u n d e rl yi n g p o p ul ati o n of G W s o ur c e s i s
d e s c ri b e d b y s o m e p h e n o m e n ol o gi c al p ar a m etri c e x pr e s si o n ( e. g. [ 6 2 ]). F o r i n st a n c e, o n e
c a n a s s u m e t h at t h e m a s s di st ri b uti o n of m er gi n g bi n ar y bl a c k h ol e s ( B H s) f oll o w s a p o w er
l a w, a n d u s e G W d at a t o i nf er it s s p e ctr al i n d e x.
A s t h e si z e of t h e G W c at al o g gr o w s, i n cr e a si n gl y c o m pl e x p ar a m etri z ati o n s a n d n o n p ar a-
m et ri c t e st s ( e. g. [ 6 3 ]) will all o w u s t o c a pt ur e fi n er a n d fi n er d et ail s of t h e o b s er v e d
p o p ul ati o n.
A st r o p h y si c al pr e di cti o n s of G W p o p ul ati o n s ar e t y pi c all y c o m p ut e d u si n g p o p ul ati o n-
s y nt h e si s c o d e s [ 6 4 , 6 5 , 6 6 , 6 7 , 6 8 , 6 9 ] – c oll e cti o n s of pr e s cri pti o n s t h at e n c o d e o ur u n-
d er st a n di n g a n d i g n or a n c e of h o w c o m p a ct bi n ari e s f or m a n d e v ol v e fr o m t h eir st ell ar
pr o g e nit or s. T h e p ar a m et er s n e e d e d t o i niti ali z e a p o p ul ati o n- s y nt h e si s si m ul ati o n ar e
dir e ctl y r el at e d t o p o orl y u n d e r st o o d a str o p h y si c al m e c h a ni s m s r uli n g t h e li v e s of m a s si v e
st ar s. T h e s e i n cl u d e, f o r i n st a n c e, e ffi ci e n c y of t h e c o m m o n- e n v el o p e p h a s e (if a n y), str e n gt h
of t h e s u p er n o v a ki c k s, f all b a c k m at eri al, m a s s-l o s s r at e s, st ell ar wi n d s, et c.
A p o s si bl e str at e g y t o e x pl oit f ut u r e l ar g e G W c at al o g s i s t o b y p a s s p h e n o m e n ol o gi c al
m o d el s a n d c o m p ar e d at a dir e ctl y a g ai n st p o p ul ati o n- s y nt h e si s si m ul ati o n s. A fir st st e p
i n t hi s dir e cti o n c o n si st s of e sti m ati n g mi xi n g fr a cti o n s b et w e e n t w o or m or e pr e c o m p ut e d
m o d el s [ 7 0 , 7 1 , 7 2 , 7 3 ]. M o r e a m biti o u sl y, o n e c o ul d u s e G W d at a t o i nf er t h e s et of c o d e
i n p ut fl a g s t h at b e st m at c h e s t h e o b s er v ati o n s. T hi s a p pr o a c h f a c e s a n i m m e di at e di ffi c ult y,
n a m el y t h at a n e w, c o m p ut ati o n all y e x p e n si v e p o p ul ati o n- s y nt h e si s si m ul ati o n i s r e q uir e d
at e a c h e v al u ati o n of t h e p o p ul ati o n li k eli h o o d.
P r o g r e s s t o o v e r c o m e t hi s li mit ati o n w a s r e c e ntl y pr e s e nt e d b y T a yl or a n d G er o s a [ 7 4 ].
B y c o m bi ni n g G a u s si a n pr o c e s s r e g r e s si o n ( G P R), pri n ci p al c o m p o n e nt a n al y si s ( P C A),
s p a c e- filli n g al g orit h m s, a n d a hi er ar c hi c al B a y e si a n fr a m e w or k, t h e y w er e a bl e t o e ffi ci e ntl y
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i nt e r p ol at e a pr e c o m p ut e d b a n k of p o p ul ati o n- s y nt h e si s si m ul ati o n s a n d u s e t h e r e s ulti n g
e m ul at or t o i nf er t h e p o st eri or di stri b uti o n s of t h e p o p ul ati o n p ar a m et e r s. T h eir m et h o d,
h o w e v er, w a s o nl y a p pli e d t o a f e w si m pl e s c e n ari o s [ 7 4].
I n t hi s p a p er, w e pr e s e nt a m or e r e ali sti c a p pli c ati o n: w e tr ai n a G P R i nt e r p ol a nt o n a
s m all, b ut st at e- of-t h e- art, s et of p o p ul ati o n- s y nt h e si s pr e di cti o n s of B H bi n ari e s f or m e d i n
i s ol ati o n [7 5 ]. T h e r e s ulti n g e m ul at or sl ot s i nt o a hi er ar c hi c al B a y e si a n a n al y si s a n d i s f e d
wit h B H bi n ar y d at a fr o m LI G O / Vir g o fir st ( O 1) a n d s e c o n d ( O 2) o b s er vi n g r u n s. U n d er
t h e s e a str o p h y si c al a s s u m pti o n s, w e m e a s ur e t h e n at al ki c k s t h at B H s r e c ei v e at bi rt h.
T hi s c a s e st u d y s h e d s li g ht o n s o m e of t h e c h all e n g e s o n e h a s t o o v er c o m e t o f ull y c o m p ar e
G W d at a a n d a str o p h y si c al si m ul ati o n s. I n p arti c ul ar, w e s h o w t h at o mitti n g a s u b s et
of t h e si n gl e- e v e nt p ar a m et er s, eit h er b e c a u s e t h e y ar e n ot m o d el e d i n t h e si m ul ati o n s or
si m pl y b e c a u s e t h e y m a k e t h e i nf er e n c e pr o bl e m c o m p ut ati o n all y pr o hi biti v e, will c a u s e a
s y st e m ati c bi a s o n t h e fi n al p o p ul ati o n i nf er e n c e.
T hi s p a p er i s or g a ni z e d a s f oll o w s. I n S e c. 2. 2 w e bri e fl y r e vi e w t h e pr o c e d ur e of R ef. [ 7 4 ]
a n d pr e s e nt t h e c urr e nt a p pli c ati o n. I n S e c. 6. 4 w e s h o w i nf er e n c e r e s ult s u si n g b ot h
m o c k d at a s et s a n d r e al o b s er v ati o n s. Fi n all y, i n S e c. 1 1. 4 w e di s c u s s s o m e a str o p h y si c al
i m pli c ati o n of o ur fi n di n g s a n d hi g hli g ht f ut u r e d e v el o p m e nt s of t hi s a p p r o a c h.
2. 2 M e t h o d s
2. 2. 1 Hi e r a r c hi c al B a y e si a n i nf e r e n c e
F or e a c h G W e v e nt, d at a d ar e r o uti n el y a n al y z e d u si n g B a y e si a n i nf er e n c e [ 9 ]. T h e c h o s e n
p ri o r s e n c o d e o n e’ s p h y si c al i nt uiti o n of t h e u n d erl yi n g p o p ul ati o n a n d pl a y a n i m p ort a nt
r ol e w h e n i nt er pr eti n g t h e r e s ult s [ 7 6 ]. A hi e r a r c hi c al a n al y si s ai m s at p ar a m etri zi n g t h e
c h oi c e of pri or a n d u si n g d at a t o i nf er t h e r e s ulti n g “ h y p er p ar a m et er s. ” F o r cl arit y, i n
t h e f oll o wi n g w e will d e n ot e p ar a m et er s d e s cri bi n g si n gl e e v e nt s ( e. g. m a s s e s, r e d s hift s) a s
“ e v e nt p ar a m et er s ”, a n d t h e h y p er p a r a m et er s d e s cri bi n g t h e e ntir e s a m pl e a s “ p o p ul ati o n
p ar a m et er s ” ( e. g. t h e str e n gt h of s u p er n o v a ki c k s). L et u s a s s u m e t h at a s et of p o p ul ati o n
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p ar a m et er s λ pr e di ct s a di stri b uti o n of e v e nt p ar a m et er s θ
d
d θ
r (λ ) = r (λ ) p p o p (θ |λ ) , ( 2. 1)
w h er e
˜︁
p p o p (θ |λ ) dθ = 1 a n d t h e t ot al r at e r (λ ) i s t y pi c all y m e a s ur e d i n yr
− 1 . T hi s f u n cti o n
e n c o d e s o u r a str o p h y si c al a s s u m pti o n s o n t h e u n d erl yi n g p o p ul ati o n s. It c a n b e e sti m at e d
u si n g a p ar a m et e ri z e d m o d el, a p o p ul ati o n- s y nt h e si s si m ul ati o n, or, i n o ur c a s e, b y e v al u ati n g
a m a c hi n e-l e ar ni n g e m ul at or. T h e pr e di ct e d n u m b er of e v e nt s i s N (λ ) = r (λ ) × T o b s w h er e
T o b s i s t h e d ur ati o n of t h e o b s er vi n g r u n( s).
We wi s h t o a n al y z e a G W c at al o g c o nt ai ni n g N o b s e ntri e s. F or si m pli cit y, w e a s s u m e t h at
all t h e e v e nt s pr e s e nt i n t h e c at al o g ar e of a st r o p h y si c al ori gi n. A m or e c o m pl et e a n al y si s
i n cl u di n g tri g g er s wit h l ar g er f al s e- al ar m pr o b a biliti e s i s l eft t o f ut ur e w or k ( e. g. [7 7 ]).
Si n gl e- e v e nt p o st eri or p (θ |d ) ar e c o m p ut e d u si n g s o m e d ef a ult pri or π (θ ) w hi c h i s c h o s e n b y
i s s u e r s of t h e c at al o g. I n pr a cti c e, b ot h pri or a n d p o st eri or ar e u s u all y pr o vi d e d u n d er t h e
f or m of M o nt e C arl o s a m pl e s [ 9].
D et e ct or s el e cti o n e ff e ct ar e e n c o d e d i n a f u n cti o n 0 ≤ p d e t (θ ) ≤ 1, i n di c ati n g t h e li k eli h o o d
t h at a n e v e nt wit h p ar a m et er s θ a p p e ar s i n t h e c at al o g. T hi s i s u s e d t o d e fi n e t h e o b s er v a bl e
di st ri b uti o n
d
d θ
r d e t (λ ) = r (λ ) p p o p (θ |λ ) p d e t (θ ) ( 2. 2)
a n d t h e e x p e ct e d n u m b e r of o b s er v ati o n s N d e t (λ ) = r d e t (λ ) × T o b s . H er e w e f oll o w a c o m m o n
a p p r o a c h a n d a p p r o xi m at e p d e t (θ ) u si n g t h e si n gl e- d et e ct or s e mi- a n al yti c a p pr o xi m ati o n
of R ef s. [ 7 8 , 7 9 ]) a s i m pl e m e nt e d i n R ef. [8 0 ] wit h a si g n al-t o- n oi s e r ati o t hr e s h ol d e q u al
t o 8 a n d t h e w a v ef or m m o d el of R ef. [ 8 1 ]. T hi s w a s s h o w n t o b e i n g o o d a gr e e m e nt wit h
l ar g e- s c al e i nj e cti o n c a m p ai g n s [ 6 2, 8 2].
All t h e s e i n gr e di e nt s e nt er t h e p o p ul ati o n li k eli h o o d, w hi c h h a s t h e st a n d ar d e x pr e s si o n of
a n i n h o m o g e n e o u s P oi s s o n p r o c e s s ( c.f. R ef s. [ 7 4 , 8 3 , 8 4 , 8 5 ] f o r d et ail e d d eri v ati o n s). I n
p arti c ul ar, t h e p o p ul ati o n p o st e ri or r e a d s
p (λ |d ) ∝ π (λ ) e − N d e t ( λ ) N (λ ) N o b s
N o b s˜︁
i= 1
∫︂
p i (θ |d )
π i (θ )
p p o p (θ |λ ) dθ , ( 2. 3)
w h er e π (λ ) i s s o m e a s s u m e d p o p ul ati o n p ri or. If o n e wi s h e s e x cl u d e r at e i nf or m ati o n fr o m
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t h e i nf er e n c e, a m ar gi n ali z ati o n o v er N (λ ) wit h pri or ∝ 1 / N (λ ) yi el d s [ 8 6]
p (λ |d ) ∝ π (λ )
N o b s˜︁
i= 1
˜︁
p i (θ |d )
π i (θ )
p p o p (θ |λ )∫︂
p p o p (θ |λ )p d e t (θ )
d θ . ( 2. 4)
2. 2. 2 Tr ai ni n g si m ul a ti o n s
I n t hi s p a p er w e c o n si d er G W s o ur c e s f or m e d i n i s ol ati o n vi a a c o m m o n- e n v el o p e p h a s e – a
l e a di n g f or m ati o n c h a n n el f or bi n ar y B H s ( e. g. [8 7 ]). We u s e t h e s et of pr e di cti o n s pr e s e nt e d
i n R ef. [7 5 , 8 8 ] ( s e e r ef e r e n c e s t h er ei n). T h e si m ul ati o n s a r e p erf or m e d wit h t h e s t a r t r a c k
[6 7 ] a n d p r e c e s si o n [8 9 ] c o d e s ( s e e al s o [9 0 ]). I n p a rti c ul ar, t h e s e r u n s e m pl o y t h e s a m e
s et of a s s u m pti o n s u s e d i n m o d el M 1 0 of R ef. [ 9 1 ], e x c e pt t h at B H n at al ki c k s ar e n ot
s u p pr e s s e d c o m p a r e d t o n e utr o n st ar s. Ki c k s ar e dr a w n fr o m a M a x w elli a n di stri b uti o n wit h
o n e- di m e n si o n al v el o cit y di s p er si o n σ . We c o n si d er s e v e n si m ul ati o n s wit h σ = 0, 2 5, 5 0, 7 0,
1 3 0, 2 0 0, a n d 2 6 5 k m / s, t h e l att er b ei n g t h e v al u e i nf e rr e d fr o m p ul s ar pr o p er m oti o n s [ 9 2 ].
E a c h e v e nt i n o u r s y nt h eti c c at al o g s i s d e s cri b e d b y m a s s e s, s pi n s, r e d s hift, a s w ell a s
it s c o nt ri b uti o n t o t h e t ot al m er g er r at e dr / d θ [9 3 ]. I n t hi s p a p er, w e r e stri ct t h e e v e nt
p ar a m et er s u s e d i n o ur st ati sti c al i nf er e n c e t o m a s s e s, r e d s hift s, a n d r at e s ( s e e b el o w). E v e n
t h o u g h B H s pi n s ar e n ot dir e ctl y c o n si d er e d, a s s u m pti o n s o n t h eir di stri b uti o n e nt er t h e
w a v ef or m, h e n c e t h e d et e cti o n r at e s. U si n g t h e v ari o u s s pi n m o d el s d e v el o p e d b y R ef. [ 7 5 ],
w e v e ri fi e d t h at t hi s i n dir e ct s pi n e ff e ct h a s a n e gli gi bl e i m p a ct o n o ur fi n al r e s ult s. F or
c o n cr et e n e s s, i n t h e f oll o wi n g w e u s e t h e “ti m e- u nif or m ” m o d el [ 7 5 ]. All bi n ari e s ar e a s s u m e d
t o r e a c h t h e LI G O / Vir g o b a n d i n q u a si cir c ul a r or bit s.
S el e cti o n e ff e ct s p d e t (θ ) a r e c o m p ut e d u si n g s e n siti vit y c ur v e s f or b ot h LI G O i n it s d e si g n
c o n fi g ur ati o n a n d LI G O d uri n g O 1 / O 2. I n p arti c ul ar, w e u s e t h e “ D e si g n S e n siti vit y ” a n d
t h e “ E a rl y Hi g h S e n siti vit y ” fr o m R ef. [ 9 4], r e s p e cti v el y ( cf. [ 6 2]).
2. 2. 3 G a u s si a n p r o c e s si n g
A str o p h y si c al si m ul ati o n s ar e u s e d t o tr ai n a G a u s si a n pr o c e s s i nt er p ol at o r t o q ui c kl y
e v al u at e t h e r at e s d r (λ )/ d θ . I n p a rti c ul ar, o ur pr o bl e m h a s a si n gl e p o p ul ati o n p ar a m et er
λ = { σ } . O u r i m pl e m e nt ati o n cl o s el y f oll o w s t h at of R ef. [7 4 ]. We fi r st a s s u m e a c o m m o n
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bi n ni n g s c h e m e a cr o s s all si m ul ati o n s a n d c o n v ert t h e di stri b uti o n u si n g P C A. 1 T h e r e s ulti n g
f e at u r e s ar e t h e n i nt er p ol at e d a cr o s s t h e h y p er p a r a m et er s p a c e wit h G P R.
T h e c h oi c e of e v e nt p ar a m et er s u s e d i n t h e i nf er e n c e n e e d s t o b e a d dr e s s e d wit h c ar e. A
tr a d e- o ff i s p r e s e nt b et w e e n t h e si z e of t h e v e ct or θ a n d t h e r e s ulti n g G P R a c c ur a c y. A l a r g er
n u m b er of e v e nt p a r a m et er s w o ul d i n cr e a s e t h e a m o u nt of a str o p h y si c al i nf or m ati o n c a pt ur e d
b y t h e a n al y si s. H o w e v er, t hi s r e q uir e s l ar g er tr ai ni n g b a n k s t o k e e p t h e i nt er p ol ati o n e rr or
u n d e r c o nt r ol. T hi s m e a n s, n ot s ur pri si n gl y, t h at if w e w a nt t o i n c r e a s e t h e a m o u nt of
i nf or m ati o n u s e d i n t h e h y p er p ar a m et er s i nf er e n c e, w e al s o n e e d t o f e e d i n m or e tr ai ni n g
d at a t o e n s ur e t h e s a m e a c c ur a c y.
We f o u n d t h at o ur s et of 7 si m ul ati o n s all o w s u s t o a c c ur at el y i nt er p ol at e a cr o s s s o ur c e-fr a m e
c hi r p m a s s a n d r e d s hift, i. e. θ = { M c , z} . F o r t hi s ( a d mitt e dl y m o d e st) tr ai ni n g b a n k,
i n s erti n g a d diti o n al p ar a m et er s, li k e m a s s r ati o or e ff e cti v e s pi n, si g ni fi c a ntl y d e gr a d e s t h e
p e rf o r m a n c e of t h e i nt er p ol at or. I n p arti c ul ar, w e u s e 4 0 e q ui s p a c e d bi n s i n M c ∈ [ 5, 4 5]
a n d z ∈ [ 0, 1]. G P R i s i m pl e m e nt e d u si n g s ci ki t- l e a r n [9 5 ] wit h a s q u ar e d e x p o n e nti al
k er n el a s i n R ef. [ 7 4]. T h e p o p ul ati o n p o st eri or of E q. ( 6. 1 4) i s s a m pl e d u si n g e m c e e [ 9 6].
We v ali d at e o ur pi p eli n e u si n g a st a n d ar d o ut- of- s a m pl e t e st. We tr ai n o u r r e g r e s si o n
m a c hi n e u si n g 6 si m ul ati o n s a n d v ali d at e r e s ult s a g ai n st t h e o n e t h at w a s l eft o ut. Fi g ur e
2. 1 s h o w s t h e pr e di ct e d di stri b uti o n s of c hir p m a s s M c , r e d s hift z , a n d r at e s r . Ot h er t h a n
s o m e s m all- s c al e di ff er e n c e s, t h e i nt er p ol at or a c c ur at el y c a pt u r e s all t h e m ai n f e at u r e s of
t h e tr ai ni n g s et. F or i n st a n c e, w e f o u n d a fr a cti o n al di ff e r e n c e i n t h e i ntri n si c r at e a s s m all
a s ∆ r / r ∼ 6 %
R e d u ci n g t h e n u m b er of e v e nt p ar a m et er s i m pli e s t h at t h e q u a ntiti e s u s e d i n t h e i nf er e n c e
di ff e r f r o m t h o s e n e e d e d t o c o m p ut e s el e cti o n e ff e ct s vi a p d e t (θ ). A s s u m pti o n s o n ot h er
p ar a m et er s b e y o n d c hir p m a s s a n d r e d s hift s u c h a s m a s s r ati o a n d s pi n s will i n e vit a bl y b e
n e c e s s a r y t o c o m p ut e w a v ef or m s. F or t hi s r e a s o n, o n e c a n n ot si m pl y i nt er p ol at e d r (λ )/ d θ
a cr o s s θ = { M c , z} a n d c o m p ut e N d e t (λ ) at e a c h li k eli h o o d e v al u ati o n. We b y p a s s t h e i s s u e
b y c o m p uti n g t h e d et e ct a bl e r at e s fr o m t h e tr ai ni n g si m ul ati o n s ( w h er e m a s s r ati o s a n d s pi n s
a r e p r o vi d e d) a n d r u n ni n g a s e c o n d G P R / P C A i nt er p ol ati o n o n d r d e t (λ )/ d θ ( cf. Fi g. 2. 1).
1 P C A n a t u r all y all o w s r e d u ci n g t h e si z e of t h e c o m p u t a ti o n al p r o bl e m b y fil t e ri n g o u t u n n e c e s s a r y f e a t u r e s
[7 4 ]. I n t hi s c a s e, w e a r e o nl y u si n g 7 t r ai ni n g si m ul a ti o n s a n d a r e a bl e t o p r o c e s s t h e e nti r e di s t ri b u ti o n s
wi t h o u t a n y c o m p r e s si o n.
1 4
C H A P T E R 2.
5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 3 5 4 0









Vali d ati o n
5 0 0 1 5 0 0
r [ yr− 1 ]
2 0 0 0





σ = 5 0 k m / s
0 5 0 1 0 0 1 5 0 2 0 0 2 5 0










I ntri nsi c D esi g n O 1 / O 2
Fi g ur e 2. 1: O ut- of- s a m pl e t e st of o ur m a c hi n e-l e ar ni n g i nt e r p ol at or. T h e si m ul ati o n wit h
σ = 5 0 k m / s i s e x cl u d e d fr o m t h e tr ai ni n g d at a s et a n d u s e d t o v ali d at e r e s ult s. T h e t o p
p a n el s h o w s t h e i ntri n si c di stri b uti o n s of c hir p m a s s a n d r e d s hift d r / d θ . Bl u e c ur v e s s h o w
t h e i nt er p ol at e d r e s ult, w hil e or a n g e c u r v e s s h o w t h e c o ntr ol s et. C o nt o ur s m ar k 3 0 %, 5 0 %,
7 0 % a n d 9 0 % c o n fi d e n c e i nt er v al s; si d e hi st o gr a m s s h o w t h e m ar gi n ali z e d di stri b uti o n s. T h e
b ott o m p a n el s h o w s d et e cti o n r at e s a cr o s s t h e h y p er p ar a m et er s p a c e. I n p arti c ul ar, t h e
bl u e li n e s h o w s i ntri n si c r at e s r , w hil e or a n g e a n d gr e e n li n e s s h o w o b s er v a bl e r at e s r d e t f or
LI G O at d e si g n s e n siti vit y a n d d u ri n g O 1 / O 2, r e s p e cti v el y. Cir cl e s m ar k t h e si m ul ati o n s
u s e d t o tr ai n t h e i nt er p ol at or; cr o s s e s m ar k t h e v ali d ati n g d at a s et.
T hi s a p pr o a c h i s t e st e d i n t h e n e xt s e cti o n.
2. 3 R e s ul t s
2. 3. 1 M o c k d a t a
We fir st a p pl y o ur st ati sti c al pi p eli n e t o m o c k d at a. We a s s u m e t h at a p o p ul ati o n of
B H bi n ari e s wit h tr u e v al u e σ̄ = 1 0 0 k m / s i s o b s er v e d b y LI G O at d e si g n s e n siti vit y. T hi s
i s a l o c ati o n i n p ar a m et er s p a c e w h er e w e h a v e n ot p erf or m e d a p o p ul ati o n- s y nt h e si s
si m ul ati o n. T h e o b s er vi n g ti m e T o b s i s c h o s e n s u c h t h at t h e pr e di ct e d n u m b er of o b s er v ati o n
i s N d e t ( σ̄ ) = { 1 0 , 1 0 0 , 1 0 0 0 } . We a s s u m e t h e n u m b e r of e ntri e s N o b s i n o ur m o c k c at al o g s i s
P oi s s o n- di stri b ut e d wit h m e a n N d e t ( σ̄ ). I nj e cti o n s e v e nt s θ = { M c , z} a r e g e n e r at e d fr o m
t h e d r d e t / d θ e m ul at o r. F or si m pli cit y, w e a s s u m e p o st eri or p i (θ |d ) a r e bi v ari at e G a u s si a n s
c e nt er e d o n t h o s e e xtr a ct e d v al u e s wit h st a n d ar d d e vi ati o n s e q u al t o 1 0 %. We s a m pl e t h e
p o st eri o r of E q. ( 6. 1 4) a s s u mi n g a fl at pri or s o n M c , z a n d σ .
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I nj e cti o n
Test ( p̃ d et )
Fi g ur e 2. 2: I nj e cti o n-r e c o v e r y t e st. T h e l eft p a n el c o n si d e r s LI G O at d e si g n s e n siti vit y,
w h er e s el e cti o n e ff e ct s ar e i n cl u d e d t h r o u g h p d e t . I n t hi s c a s e, b ot h dr / d θ a n d d r d e t / d θ ar e
i nt er p ol at e d f r o m p o p ul ati o n- s y nt h e si s si m ul ati o n s. T h e ri g ht p a n el s h o w s a t e st r u n w h er e
w e a s s u m e a fi ctiti o u s LI G O d et e ct or d e s cri b e d b y p̃ d e t ( s e e t h e d e s c ri pti o n i n t h e t e xt),
w hi c h all o w s u s t o o nl y i nt er p ol at e d r / d θ . T h e i nj e ct e d v al u e σ̄ = 1 0 0 k m / s i s m a r k e d b y
v erti c al d a s h e d li n e s. S oli d c ur v e s s h o w p o st eri or di stri b uti o n s of t h e str e n gt h of s u p er n o v a
ki c k s σ a s s u mi n g t h e pr e di ct e d n u m b er of o b s er v a bl e s o ur c e s i s N d e t ( σ̄ ) = 1 0 ( bl u e), 1 0 0
( or a n g e), a n d 1 0 0 0 ( gr e e n). A f e w r e ali z ati o n s ar e r e p ort e d f o r e a c h of t h e s e c a s e s.
O ur i nj e cti o n-r e c o v er y r e s ult s ar e s h o w n i n l eft p a n el of Fi g. 2. 2 f or s e v er al c at al o g r e ali z ati o n s.
T h e i nj e ct e d v al u e σ̄ = 1 0 0 k m / s i s w ell wit hi n t h e pr e di ct e d p o st e ri or o nl y f or t h e c a s e wit h
N d e t = 1 0. A s t h e n u m b er of d et e cti o n s gr o w s, a s y st e m ati c bi a s b e c o m e s m or e a n d m or e
e vi d e nt. F or N d e t = 1 0 0 0, t h e p o st eri or s p e a k at ∼ 1 0 5 k m / s a n d t h e tr u e v al u e s li e s w ell
o ut si d e t h e 9 0 % c o n fi d e n c e i nt e r v al.
T hi s bi a s i s s o m e w h at e x p e ct e d b e c a u s e w e ar e n e gl e cti n g s o m e of t h e e v e nt p ar a m et er s
a n d o nl y c o n si d e ri n g θ = { M c , z} . T hi s f o r c e s u s t o i nt e r p ol at e dr (λ )/ d θ a n d d r d e t (λ )/ d θ
s e p ar at el y. I n n or m al cir c u m st a n c e t h e s e t w o di stri b uti o n s ar e r el at e d b y a si n gl e d et e ct a bilit y
f u n cti o n, i. e. dr d e t (λ )/ d θ = p d e t (θ ) d r (λ )/ d θ . O ur pi p eli n e, h o w e v er, vi ol at e s t hi s c o n diti o n
b e c a u s e t h e t w o i nt e r p ol a nt s h a v e di ff e r e nt i nt er p ol ati o n e rr or s o c c urri n g i n e a c h bi n.
We t e st t hi s i nt er pr et ati o n b y c o n si d eri n g a fi ctiti o u s d et e ct or w h er e s el e cti o n e ff e ct s p̃ d e t
d e p e n d s o nl y o n M c a n d z . T hi s i s c o n str u ct e d b y a s s u mi n g t h e s a m e LI G O s e n siti vit y c ur v e
w hi c h, h o w e v er, r e s p o n d s t o all bi n ar y B H s a s if it t h e y w er e e q u al m a s s a n d n o n s pi n ni n g,
i. e. p̃ d e t (M c , z) = p d e t (M c , z, q = 1 , χ 1 = 0 , χ 2 = 0). I n t hi s c a s e, w e c a n i nt er p ol at e o nl y
d r / d θ u si n g p o p ul ati o n s y nt h e si s d at a. I nj e cti o n s ar e c o n str u ct e d e xtr a cti n g c o u pl e s { M c , z}
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fr o m dr / d θ a n d a c c e pti n g /r ej e cti n g e a c h dr a w a c c or di n g t o p̃ d e t (θ ). T h e f a ct or e
− N d e t ( λ ) i n
E q. ( 6. 1 4) i s e sti m at e d b y i nt e gr ati n g p̃ d e t (θ ) × d r / d θ at e a c h li k eli h o o d e v al u ati o n. R e s ult s
a r e s h o w n i n t h e ri g ht p a n el of Fi g. 2. 2. We r e c o v er a l ar g el y u n bi a s e d e sti m at e s of t h e
p o p ul ati o n p ar a m et er.
A s di s c u s s e d a b o v e, t h e n u m b e r of p ar a m et e r s w e c a n c o n fi d e ntl y i nt er p ol at e i s li mit e d
b y si z e of t h e tr ai ni n g d at a s et. A l ar g er s et of si m ul ati o n s w o ul d all o w u s t o m o d el m or e
e v e nt p ar a m et er s, c o n s e q u e ntl y r e d u ci n g s y st e m ati c u n c ert ai nti e s o n t h e r e s ulti n g i nf er e n c e.
Fi g u r e 2. 2 s h o w s, h o w e v er, t h at t h e pr e s e nt si m ul ati o n s et i s a p pr o p ri at e f or O ( 1 0) e v e nt s,
a s i n t hi s c a s e st ati sti c al u n c ert ai nti e s l ar g el y d o mi n at e s o v er s y st e m ati c s. We t h u s pr o c e e d
b y a n al y zi n g t h e 1 0 B H bi n ar y e v e nt s d et e ct e d d uri n g O 1 a n d O 2.
2. 3. 2 E v e n t s f r o m L I G O / Vi r g o O 1 a n d O 2
Aft er r e m o vi n g d at a s e g m e nt s c o nt a mi n at e d b y si g ni fi c a nt n oi s e s o ur c e s, LI G O / Vi r g o O 1
a n d O 2 r e s ult e d i n T o b s = 4 8 .6 a n d 1 1 8 d a y s of c oi n ci d e nt d at a, r e s p e cti v el y [ 9 , 9 7 ]. We
m a k e u s e of p o st eri o r a n d p ri o r s a m pl e s of 1 0 bi n ar y B H c o al e s c e n c e s p u bli cl y r el e a s e d b y
t h e LI G O a n d Vir g o c oll a b or ati o n s [ 9 8 ]. I n p arti c ul ar, t h e y p r o vi d e l u mi n o sit y di st a n c e a n d
d et e ct o r-fr a m e m a s s e s, w hi c h w e c o n v ert t o r e d s hift a n d s o ur c e-fr a m e m a s s e s. A G a u s si a n
k e r n el- d e n sit y e sti m ati o n i s t h e n e m pl o y e d t o o bt ai n π (θ ) at t h e l o c ati o n s of t h e p o st eri or
s a m pl e s, w hi c h all o w s a p p r o xi m ati n g t h e i nt e gr al s i n E q s. ( 6. 1 4- 6. 1 5) a s M o nt e C arl o s u m s.
T h e r e s ulti n g i nf er e n c e i s ill u str at e d i n Fi g. 1 1. 3, w h er e w e s h o w t h e p o st eri or di stri b uti o n
of t h e p o p ul ati o n p ar a m et er σ . T hi s i s o ur G W m e a s ur e m e nt of t h e ki c k s i m p a rt e d t o
B H s at f or m ati o n. Q u oti n g m e di a n a n d 9 0 % c o n fi d e n c e i nt er v al, w e fi n d σ = 1 0 5 + 4 4− 2 9 k m / s.
T h e i nf o r m ati o n g ai n b et w e e n pri or a n d p o st eri or, a s q u a nti fi e d b y t h e K ull b a c k- L ei bl er
di v er g e n c e [ 9 9], i s D K L = 1 .5 4.
T h e p o st e ri o r i s s k e w e d t o w ar d hi g h v al u e s of σ . T hi s i s b e c a u s e t h e e v e nt r at e r c h a n g e s
m or e (l e s s) r a pi dl y at l o w ( hi g h) v al u e s of σ ( cf. Fi g. 2. 1). C o n s e q u e ntl y, d at a c a n m or e (l e s s)
e a sil y a c c o m m o d at e ki c k s t h at ar e l ar g er ( s m all er) t h a n t h e i nf er r e d p o st eri o r m a xi m u m.
O ur i nf er e n c e i s l ar g el y dri v e n b y t h e i nt e gr at e d e v e nt r at e r (λ ). F or t hi s s et of si m ul ati o n s,
t h e c u r r e nt G W c at al o g d o e s n ot c o nt ai n e n o u g h di s cri mi n ati n g p o w er t o p erf or m a n
i nf or m ati v e a n al y si s r e stri ct e d t o p p o p . R e p e ati n g o ur st u d y u si n g t h e m ar gi n ali z e d li k eli h o o d
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Fi g ur e 2. 3: C o n str ai nt s o n t h e st r e n gt h of B H n at al ki c k s σ u si n g 1 0 B H bi n ar y d at a fr o m
LI G O / Vir g o O 1 a n d O 2. T h e bl u e c ur v e s h o w s o ur p o st eri or di stri b uti o n. Verti c al bl u e li n e s
s h o w t h e c orr e s p o n di n g m e di a n ( s oli d) a n d 9 0 % c o n fi d e n c e i nt e r v al ( d a s h e d). We a s s u m e a
fl at p ri o r ( h ori z o nt al bl a c k li n e).
of E q. ( 6. 1 5) r et ur n s a m u c h l o w er i nf or m ati o n g ai n D K L = 0 .2 4.
2. 4 Di s c u s si o n
B y a p pl yi n g t h e st ati sti c al fr a m e w or k of R ef. [ 7 4 ], w e a n al y z e d c urr e nt G W d at a u si n g
p o p ul ati o n- s y nt h e si s si m ul ati o n s of bi n ar y B H s f or m e d i n i s ol ati o n. Si m ul ati o n s e nt er t h e
tr ai ni n g pr o c e s s of a m a c hi n e-l e a r ni n g al g orit h m, i n t hi s c a s e G P R. T h e r e s ulti n g e m ul at or
i s t h e n u s e d t o e v al u at e t h e li k eli h o o d i n t h e c o nt e xt of a st a n d ar d hi er ar c hi c al B a y e si a n
a n al y si s. T h e pr e s e nt c a s e st u d y p ut s t hi s i d e a i nt o pr a cti c e u si n g a m o d e st s et of 7 tr ai ni n g
si m ul ati o n s, all o wi n g u s t o s h o w c a s e b ot h pr o s p e ct s a n d pitf all s of t hi s a p pr o a c h. O v er all,
t h e pi p eli n e r et ur n s p o st eri or di stri b uti o n s of t h e i n p ut fl a g s o n e n e e d s t o i niti ali z e a n d r u n
p o p ul ati o n- s y nt h e si s si m ul ati o n s. T h e s e ar e r el at e d t o p o orl y u n d er st o o d m e c h a ni s m s i n t h e
li v e s of m a s si v e st ar s, li k e B H n at al ki c k s, w hi c h ar e h er e m e a s u r e d dir e ctl y fr o m G W d at a.
We fi r st t e st e d o ur a p pr o a c h o n m o c k c at al o g s a n d s h o w t h e pr e s e n c e of a s y st e m ati c
bi a s t h at e x c e e d s st ati sti c al u n c ert ai nti e s w h e n t h e n u m b er of o b s er v ati o n s i s ≳ 1 0 0. T h e
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o mi s si o n of s o m e e v e nt p ar a m et er s c a u s e s e rr or s w h e n m o d eli n g d et e ct or s el e cti o n e ff e ct s
w hi c h i n t ur n, pr o p a g at e t o t h e p o p ul ati o n i nf er e n c e. T h e t e st r e p ort e d i n S e c. 2. 3. 1 s u g g e st s
t h at t hi s i s s u e c a n b e all e vi at e d wit h a l ar g er s et of tr ai ni n g si m ul ati o n s, w hi c h will all o w
u si n g a l ar g er s et of e v e nt p ar a m et er s w hil e k e e pi n g t h e i nt er p ol ati o n err or u n d er c o ntr ol.
T h e c a s e w h e r e s o m e p ar a m et er s n e e d t o b e o mitt e d r e fl e ct s a c o m m o n sit u ati o n. I n t hi s
st u d y, i nf o r m ati o n o n m a s s r ati o a n d s pi n s ar e a v ail a bl e b ut li mit e d n u m b er of si m ul ati o n s
pr e v e nt e d u s fr o m c arr yi n g o ut a m or e c o m pl et e a n al y si s. A m o r e d a m a gi n g s c e n ari o o c c ur s
w h e n s o m e v a ri a bl e s a ff e cti n g t h e G W si g n al ar e n ot m o d el e d at all i n t h e a str o p h y si c al
si m ul ati o n s. O ur r e s ult s s h o w t h e i m p ort a n c e of d e v el o pi n g a str o p h y si c al m o d el s w h er e all
t h e o b s er v a bl e s ( B H s pi n s, e c c e ntri cit y, et c) ar e t a k e n i nt o a c c o u nt.
We al s o a p pli e d o u r pr o c e d ur e t o B H bi n ar y d at a fr o m LI G O / Vir g o O 1 a n d O 2. O ur r e s ult s
s u g g e st t h at bi n a r y B H s w er e i m p art e d m o d er at e ki c k s at f or m ati o n ( σ ≳ 7 0 k m / s ). T hi s i s
i n t e nt ati v e a gr e e m e nt wit h p o siti o n a n d pr o p er- m oti o n m e a s ur e m e nt s i n X-r a y bi n ari e s
[1 0 0 , 1 0 1 , 1 0 2 ], a s w ell a s G W m e a s ur e m e nt s of B H- bi n ar y s pi n mi s ali g n m e nt [1 0 3 , 1 0 4 ].
O u r fi n di n g s ar e, h o w e v er, i n c o ntr a st wit h c urr e nt s u p er n o v a m o d el s w hi c h pr e di ct t h at
B H n at al ki c k s s h o ul d b e hi g hl y s u p pr e s s e d d u e t o f all b a c k m at eri al i n t h e l at e st a g e of t h e
e x pl o si o n ( e. g. [ 1 0 5 ]). T h e si m ul ati o n s u s e d i n t hi s p a p er d o n ot h a v e a d e di c at e d fl a g t o
t u n e t h e a m o u nt of f all b a c k, w hi c h i s i n st e a d c o ntr oll e d dir e ctl y b y t h e v al u e of σ .
We st r e s s t h at o ur r e s ult i s m o d el d e p e n d e nt. T hi s i s i nt e nti o n al: w e a r e i nt e r p r eti n g
G W e v e nt s i n li g ht of a s p e ci fi c s et of a st r o p h y si c al a s s u m pti o n s . C o n s e q u e ntl y, o nl y t h o s e
a s s u m pti o n s ar e p ut t o t e st. A m o n g t h e s et of pr e di cti o n s e x pl or e d h er e, c urr e nt G W d at a
p r ef e r m o d el s w h er e m o d er at el y l ar g e n at al ki c k s ar e i m p art e d o nt o B H s. It i s n at u r al t o
e x p e ct t h at a m or e c o m pl et e s et of tr ai ni n g si m ul ati o n s mi g ht c h a n g e t hi s r e s ult q u alit ati v el y.
E v e n a s s u mi n g t h e s a m e p o p ul ati o n- s y nt h e si s s et u p, a l ar g er s et of tr ai ni n g si m ul ati o n s will
all o w (i) c a pt uri n g d e g e n er a ci e s b et w e e n di ff er e nt p o p ul ati o n p ar a m et er s a n d (ii) e ffi ci e ntl y
i nt e r p ol ati n g a cr o s s a d diti o n al e v e nt p ar a m et e r s.
P ri o r a s s u m pti o n s ar e i n e vit a bl y p art of a n y st ati sti c al a n al y si s. I n st e a d of r el yi n g o n
p ar a m etri z e d di stri b uti o n s, o ur a p p r o a c h m a k e s u s e of st at e- of-t h e- art si m ul ati o n s i n a d at a-
d ri v e n f a s hi o n. We b eli e v e o u r a p pr o a c h p r e s e nt s pr o mi si n g a v e n u e s t o i nf er a str o p h y si c al
f o r m ati o n a n d e v ol uti o n a r y pr o c e s s e s of G W s o u r c e s, t h u s m a ki n g a st e p f or w ar d t o w ar d
t h e g o al of G W a st r o n o m y.
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Di s ti n g ui s hi n g d o u bl e n e u t r o n s t a r
f r o m n e u t r o n s t a r- bl a c k h ol e
bi n a r y p o p ul a ti o n s wi t h
g r a vi t a ti o n al w a v e o b s e r v a ti o n s
Gr a vit ati o n al w a v e s fr o m t h e m er g er of t w o n e utr o n st a r s c a n n ot b e e a sil y di sti n g ui s h e d
fr o m t h o s e pr o d u c e d b y a c o m p ar a bl e- m a s s mi x e d bi n ar y i n w hi c h o n e of t h e c o m p a ni o n s i s
a bl a c k h ol e. L o w- m a s s bl a c k h ol e s ar e i nt e r e sti n g b e c a u s e t h e y c o ul d f or m i n t h e aft er m at h
of t h e c o al e s c e n c e of t w o n e utr o n st ar s, f r o m t h e c oll a p s e of m a s si v e st a r s, fr o m m att er
o v er d e n siti e s i n t h e pri m or di al U ni v er s e, or a s t h e o ut c o m e of t h e i nt er a cti o n b et w e e n n e utr o n
st a r s a n d d ar k m att er. Gr a vit ati o n al w a v e s c arr y t h e i m pri nt of t h e i nt er n al c o m p o siti o n of
n e utr o n st ar s vi a t h e s o- c all e d ti d al d ef or m a bilit y p ar a m et er, w hi c h d e p e n d s o n t h e n e utr o n
st a r e q u ati o n of st at e a n d i s e q u al t o z er o f or bl a c k h ol e s. We pr e s e nt a n e w d at a a n al y si s
st r at e g y p o w er e d b y B a y e si a n i nf er e n c e a n d m a c hi n e l e a r ni n g t o i d e ntif y mi x e d bi n ari e s,
h e n c e l o w- m a s s bl a c k h ol e s, u si n g t h e di stri b uti o n of t h e ti d al d ef or m a bilit y p ar a m et er
i nf err e d fr o m gr a vit ati o n al- w a v e o b s er v ati o n s.
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3. 1 I n t r o d u c ti o n
T h e p a st f e w y e ar s h a v e s e e n r e m ar k a bl e a d v a n c e s i n gr a vit ati o n al- w a v e ( G W) a str o n o m y.
T h e gr o u n d- br e a ki n g di s c o v er y of m er gi n g bi n a r y bl a c k h ol e s ( B H s) [ 2 1 , 1 0 6 , 1 0 7 , 1 0 8 ] w a s
s o o n f oll o w e d b y t h e s p e ct a c ul ar o b s e r v ati o n b y t h e L a s er I nt erf er o m et er Gr a vit ati o n al-
W a v e O b s e r v at or y ( LI G O) [ 1 0 9 ] a n d Vi r g o [1 1 0 ] of t h e c o al e s c e n c e of bi n ar y n e utr o n
st ar s ( B N S s) [ 2 8 , 1 1 1 ], w h o s e c o u nt er p art a n d aft er gl o w w a s al s o wit n e s s e d i n t h e e ntir e
el e ctr o m a g n eti c s p e ctr u m b y d o z e n s of t el e s c o p e s a n d d et e ct or s ar o u n d t h e w orl d a n d i n
s p a c e [ 2 9 ]. T hi s l att er o b s er v ati o n h a s al r e a d y s h e d li g ht o n a n u m b er of u n s ol v e d pr o bl e m s
i n p h y si c s a n d a str o n o m y: it pr o vi d e d t h e fir st di r e ct e vi d e n c e t h at B N S s p o w er t h e c e ntr al
e n gi n e s of s h ort g a m m a r a y b ur st s [ 3 0 ], i d e nti fi e d t h e m er g er d e bri s of s u c h s y st e m s a s
pr oli fi c sit e s of t h e f or m ati o n of r- p r o c e s s el e m e nt s [ 2 9 , 1 1 2 ], a n d c o n fi r m e d t h at G W s
tr a v el e s s e nti all y at t h e s p e e d of li g ht [ 3 0 ]. M o st i m p ort a ntl y f or o ur pr e s e nt p u r p o s e s, t h e
di s c o v e r y of G W 1 7 0 8 1 7 h a s h el p e d d e m o n str at e t h at G W o b s er v ati o n s c a n i nf er t h e ti d al
d ef or m a bilit y of n e utr o n st ar s ( N S s) [ 1 3, 1 1 1, 1 1 3, 1 1 4, 1 1 5] ( b ut s e e [ 1 1 6] f or c a v e at s).
LI G O a n d Vir g o o b s er v ati o n s h a v e s o f ar fir ml y c o n fir m e d G W s fr o m t w o cl a s s e s of ultr a-
c o m p a ct bi n ari e s: bi n ar y B H s a n d B N S s. Wit h t h e r e c e nt di s c o v er y of G W 1 9 0 4 2 5, t h e y
h a v e p ot e nti all y al s o o b s er v e d t h e fir st e x a m pl e of a mi x e d s y st e m c o nt ai ni n g a B H a n d a
N S ( B H N S) [ 1 1 7 ], alt h o u g h G W 1 9 0 4 2 5 c o ul d w ell b e a B N S m er g er [1 1 8 ]. W h e n t h e m a s s e s
of B H s i n s u c h s y st e m s ar e si mil ar t o t h o s e of N S s, h o w c a n o n e t ell t h e m a p art ?
T h e pr e s e n c e of N S s i n a bi n ar y c a n l e a v e b e hi n d r el ati vi sti c ej e ct a t h at pr e d o mi n a ntl y c o nt ai n
e n er g eti c n e utr o n s, w hi c h s o u r c e r- p r o c e s s h e a v y el e m e nt s a n d kil o n o v a e [ 1 1 9 ].I n d e e d s e v er al
st u di e s u s e d el e ctr o m a g n eti c i nf or m ati o n t o u n d er st a n d w h et h er t h e l o w- m a s s c o m p a ct
bi n ar y m er g er s d et e ct e d s o f ar ar e B H N S or B N S s y st e m s [ 1 2 0 , 1 2 1 , 1 2 2 , 1 2 3 , 1 2 4 ]. H o w e v er,
if t h e p ri m a r y c o m p a ni o n i s a m a s si v e B H ( w h er e t h e pr e ci s e m a s s t hr e s h ol d d e p e n d s o n
t h e B H s pi n [ 1 4 , 1 2 5 , 1 2 6 ]) t h e n n o ej e ct a mi g ht b e l eft b e hi n d, a s ti d al f or c e s will b e s m all.
If i n st e a d t h e B H m a s s i s c o m p ar a bl e t o t h e N S m a s s, t h e el e ctr o m a g n eti c aft er gl o w mi g ht
b e si mil ar t o t h at of B N S m er g er s. Si m ul ati o n s s u g g e st t h at t h e di s k m a s s i n t hi s c a s e m a y
b e s m all, s o t h at t h e el e ctr o m a g n eti c c o u nt er p art m a y b e h ar d t o d et e ct [ 1 2 5, 1 2 7].
B e si d e s, n ot all bi n ari e s d et e ct e d b y LI G O a n d Vir g o mi g ht b e a c c e s si bl e f o r el e ctr o m a g n eti c
f oll o w- u p s f or v ari o u s r e a s o n s, i n cl u di n g t h ei r l ar g e di st a n c e, t h e li n e- of- si g ht d e p e n d e n c e
2 1
C H A P T E R 3.
of t h e ej e ct a ( s e e e. g. [ 1 2 8 ]), a n d l a r g e u n c e rt ai nti e s i n t h e s k y p o siti o n of t h e s o ur c e a s
d et er mi n e d b y LI G O a n d Vi r g o.
E v e n s o, di s cri mi n ati n g t h e B N S p o p ul ati o n fr o m t h e B H N S p o p ul ati o n i s a n i m p ort a nt
s ci e n c e g o al f or G W d et e ct or s, a s t hi s c o ul d s h e d li g ht o n t h e ori gi n of t h e t w o p o p ul ati o n s,
t e sti n g a str o p h y si c al m o d el s of t h e f or m ati o n a n d e v ol uti o n of s u c h s y st e m s. T h e pr e s e n c e
of a N S i n a bi n ar y c a n, i n pri n ci pl e, b e i nf er r e d b y G W o b s er v ati o n s a s t h e ti d al fi el d of
t h e c o m p a ni o n ( B H or N S) c a n i n d u c e q u a dr u p ol e d ef or m ati o n i n t h e N S. T hi s d ef or m ati o n
i s m e a s u r e d i n t er m s of a di m e n si o nl e s s “ti d al d ef or m a bilit y ” p ar a m et er Λ w hi c h i s r el at e d
t o t h e q u a d r u p ol a r ℓ = 2 ti d al L o v e n u m b er k 2 a n d t h e r a di u s R a n d m a s s M of t h e N S vi a
Λ = ( 2 / 3) k 2 (c
2 R / G M ) 5 [1 2 9 , 1 3 0 , 1 3 1 ]. LI G O / Vir g o G W o b s er v ati o n s h a v e dir e ct a c c e s s t o
t hi s p a r a m et er, a s t h e q u a d r u p ol e d ef or m ati o n of t h e st ar l e a d s t o a f a st er r at e of i n s pir al
of t h e o r bit. T hi s i s c a pt ur e d i n t h e o b s er v e d w a v ef or m a s a fift h p o st- N e wt o ni a n or d er
(i. e., O (v / c ) 1 0 ) c orr e cti o n t o t h e o r bit al p h a s e e v ol uti o n of t h e s y st e m. At t hi s or d er t h e
d ef or m a bilit y p ar a m et er s Λ i (i = 1 , 2) d o n ot a p p e ar s e p ar at el y, b ut a s a di m e n si o nl e s s
c o m bi n ati o n c all e d t h e e ff e cti v e ti d al d ef o r m a bilit y , w hi c h al s o d e p e n d s o n t h e m a s s r ati o




( 1 + 1 2 q ) Λ 1 + ( q + 1 2) q
4 Λ 2
( 1 + q ) 5
. ( 3. 1)
W hil e t h e pri m ar y g o al b e hi n d m e a s uri n g t h e ti d al d ef or m a bilit y i s t o d et e r mi n e t h e e q u ati o n
of st at e ( E O S) of d e n s e h a d r o ni c or q u ar k m att er i n N S c or e s, i n t hi s p a p er w e wi s h t o
e x pl oit t hi s m e a s ur e m e nt t o di sti n g ui s h B N S fr o m B H N S s y st e m s. I n p arti c ul ar, o ur g o al
i s t o d e v el o p a n e w st ati sti c t o di s cri mi n at e b et w e e n t h e t w o p o p ul ati o n s a n d m e a s ur e a
p o p ul ati o n h y p er p ar a m et er t h at gi v e s t h e fr a cti o n of B N S a n d B H N S s y st e m s i n t h e o b s er v e d
p o p ul ati o n. T o t hi s e n d, w e e x pl oit t h e f a ct t h at a c c or di n g t o o ur c ur r e nt u n d er st a n di n g
B H s h a v e z er o ti d al d ef or m a bilit y ( s e e R ef s. [ 1 3 1 , 1 3 2 , 1 3 3 , 1 3 4 ] f o r f u rt h er d et ail s), w hil e
N S s, d e p e n di n g o n t h e sti ff n e s s of t h e E O S, c o ul d h a v e a l ar g e ti d al d ef or m a bilit y [ 1 1 4 , 1 2 9 ].
W hil e it h a s l o n g b e e n k n o w n t h at m a s s m e a s ur e m e nt s ar e n ot s u ffi ci e nt t o di sti n g ui s h
b et w e e n B N S a n d N S B H s y st e m s [ 1 3 5 , 1 3 6 ], o ur w or k di ff er s fr o m si mil ar r e c e nt p r o p o s al s.
M e a s u r e m e nt s of t h e ti d al d ef or m a biliti e s Λ 1 a n d Λ 2 of t h e i n di vi d u al bi n ar y c o m p o n e nt s
c o ul d b e c o n si st e nt wit h a N S B H s y st e m e v e n f or l ar g e- S N R si g n al s a n d l ar g e ti d al e ff e ct s if
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at l e a st o n e of t h e t w o ti d al d ef or m a biliti e s i s c o n si st e nt wit h z e r o at t h e 5 0 % c o n fi d e n c e
l e v el [1 3 7 ], t h er ef or e it i s h ar d t o di sti n g ui s h B N S fr o m N S B H s y st e m s wit h G W s al o n e1 if
w e a s s u m e t h at Λ 1 a n d Λ 2 ar e i n d e p e n d e nt [ 1 3 8 ]. H o w e v er, c ert ai n N S pr o p erti e s t h at c a n
b e m e a s ur e d vi a G W s c a n b e e x p e ct e d t o b e si mil ar f or all N S s. T hi s “ u ni v er s alit y ” c a n b e
u s e d t o di sti n g ui s h b et w e e n t h e t w o cl a s s e s of bi n ari e s, a s d e s cri b e d i n R ef. [ 1 3 9 ]. T h e m ai n
c a v e at of t hi s m et h o d i s t h e r e q uir e m e nt t h at t h e N S r a di u s m u st b e a p pr o xi m at el y c o n st a nt
f o r all N S s i n bi n ar y s y st e m s, at l e a st wit hi n st ati sti c al err or s. T hi s i s r e a s o n a bl e w h e n t h e
E O S i s h a d r o ni c, b ut it i s n ot e x p e ct e d t o h ol d if t h e E O S all o w s f or p h a s e tr a n siti o n s t o
q u a r k m att er [ 1 4 0 , 1 4 1 ]. C o n v e r s el y, t h e m et h o d w e p r o p o s e c a n b e a p pli e d t o a n y E O S
m o d el. We c o n si d er t w o “ e xtr e m e ” E O S m o d el s ( s e e S e c. 3. 2), o n e of w hi c h (t h e A L F 2
E O S) i n d e e d l e a d s t o h y bri d st ar s. Pr e vi o u s w or k d e v el o p e d a m et h o d t o di sti n g ui s h B N S s
a n d l o w- m a s s bi n a r y B H s s ol el y fr o m t h eir G W si g n al s, c o n si d eri n g t h e i m pri nt of t h e ti d al
d ef o r m a bilit y of t h e N S s o n t h e G W si g n al f or s y st e m s u n d er g oi n g pr o m pt B H f or m ati o n
aft er m er g e r [ 1 4 2 ]. M or e r e c e ntl y, ti d al h e ati n g of B H h ori z o n s h a s b e e n s u g g e st e d a s a w a y
of di sti n g ui s hi n g B N S fr o m B H N S s y st e m s [ 1 4 3].
T h e r e st of t hi s p a p er i s or g a ni z e d a s f oll o w s. I n S e c. 3. 2 w e d e s cri b e o ur a s s u m pti o n s
o n t h e m a s s di stri b uti o n a n d t h e E O S, a n d t h eir i m pli c ati o n s f or t h e di stri b uti o n of t h e
e ff e cti v e ti d al d ef or m a bilit y p ar a m et er. I n S e c. 3. 3 w e u s e hi er ar c hi c al B a y e si a n i nf e r e n c e t o
r e c o n st r u ct t h e fr a cti o n of B H N S ( B N S) s y st e m s fr o m si m ul at e d o b s er v ati o n s. Fi n all y, i n
S e c. 3. 4 w e di s c u s s o ur r e s ult s a n d p oi nt o ut p o s si bl e dir e cti o n s f or f ut u r e w or k. A p p e n di x 3. 5
li st s s o m e of t h e pr o p o s e d f or m ati o n s c e n ari o s t h at c o ul d pr o d u c e B H s i n t h e m a s s r a n g e
∼ 1 – 3 M ⊙ . A p p e n di x 3. 6 s h o w s t h at E O S u n c ert ai nti e s c a n a ff e ct t h e i nf er e n c e i n t h e
w or st- c a s e s c e n a ri o w h er e w e u s e t h e sti ff e st E O S t o r e c o v e r a str o p h y si c al s y st e m s t h at
c orr e s p o n d t o t h e s oft e st E O S ( or vi c e v er s a). A p p e n di x 3. 7 s h o w s t h at o u r r e s ult s a r e
l ar g el y i n s e n siti v e t o t h e i n cl u si o n of ti d al di sr u pti o n e ff e ct s i n t h e w a v ef o r m m o d el s.
3. 2 T h e m a s s di s t ri b u ti o n of c o m p a c t bi n a ri e s
I n t hi s s e cti o n w e di s c u s s a n d m oti v at e o ur a s s u m pti o n s o n t h e m a s s di st ri b uti o n of B N S s
a n d B H N S s, w hi c h i s a n i m p ort a nt i n gr e di e nt t o di sti n g ui s h b et w e e n t h e t w o f a mili e s of
1 Di s ti n g ui s hi n g l o w- m a s s bi n a r y B H s f r o m B N S s i s e a si e r, a s b o t h ti d al d ef o r m a bili ti e s v a ni s h i n t h e c a s e
of bi n a r y B H s.
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M [M ⊙ ]
Λ
Fi g ur e 3. 1: L eft p a n el: M a s s-r a di u s r el ati o n s f or s el e ct e d E O S m o d el s. L eft t o ri g ht:
A P R 4 [ 1 ] (t hi c k gr e e n), S L Y 4 [1 0 ] ( d a s h e d bl u e), A P R 3 [1 ] ( d a s h e d r e d), M P A 1 [1 1 ] ( d a s h e d
o r a n g e), A L F 2 [ 2 ] (t hi c k br o w n), a n d H 4 [1 2 ] ( d a s h e d c y a n). T h e g r a y li n e s r e pr e s e nt t h e
9 0 % c o n fi d e n c e r e gi o n s f o r t h e c o m p a ni o n m a s s e s a n d t h eir r a dii f or t h e LI G O / Vir g o e v e nt
G W 1 7 0 8 1 7, a s s u mi n g a p ar a m etri z e d E O S a n d i m p o si n g a l o w e r li mit o n t h e m a xi m u m
m a s s of 1 .9 7 M ⊙ ( cf. Fi g. 3 of R ef. [ 1 3 ]). Ri g ht p a n el: Di m e n si o nl e s s ti d al d ef or m a bilit y Λ
( o n a l o g s c al e) a s a f u n cti o n of t h e N S m a s s f or t h e s a m e E O S m o d el s c o n si d er e d i n t h e l eft
p a n el.
c o m p a ct o bj e ct s.
St ell a r e v ol uti o n t h e o r y s u g g e st s t h at t h e mi ni m u m m a s s of i s ol at e d, n o nr ot ati n g N S s
s h o ul d b e ∼ 1 M ⊙ ( s e e e. g. [ 1 4 4 , 1 4 5 ] a n d r ef e r e n c e s t h er ei n), a n d t h er e i s a gr o wi n g b o d y
of e x p e ri m e nt al a n d t h e or eti c al c o n str ai nt s o n t h e u p p er e n d of t h e m a s s s p e ctr u m. T h e
ti mi n g of r a di o p ul s a r s r e c e ntl y e st a bli s h e d a n e w o b s er v ati o n al l o w er li mit o n t h e m a xi m u m
m a s s of ∼ 2 .1 4 + 0 .2 0− 0 .1 8 M ⊙ at 9 5. 4 % c o n fi d e n c e l e v el [ 1 4 6 ]. B a y e si a n i nf er e n c e b a s e d o n t h e
el e ctr o m a g n eti c o b s er v ati o n s of p ul s ar s, n u cl e ar p h y si c s c al c ul ati o n s of t h e E O S a n d t h e
r e c e nt o b s er v ati o n of G W 1 7 0 8 1 7 t o g et h er i m pl y v al u e s of t h e m a xi m u m m a s s of st a bl e N S s
cl u st e ri n g ar o u n d ∼ 2 M ⊙ [1 1 4 , 1 4 7 , 1 4 8 , 1 4 9 , 1 5 0 , 1 5 1 , 1 5 2 , 1 5 3 , 1 5 4 , 1 5 5 ], alt h o u g h t h er e
a r e cl ai m e d o b s er v ati o n s of e v e n m or e m a s si v e N S s [ 1 5 6 ], a n d t h e or eti c all y t h e m a xi m u m
m a s s c a n b e a s l ar g e a s ∼ 3 M ⊙ [1 5 7 ]. I n g e n e r al, t h e m a s s s p e ct r u m of i s ol at e d B H s c a n
s p a n s e v er al or d er s of m a g nit u d e r a n gi n g fr o m s u b- s ol ar m a s s o bj e ct s t o t h e s u p er m a s si v e
B H s of m a s s ≳ 1 0 6 M ⊙ f o u n d i n g al a cti c c e nt er s. I n t hi s w or k w e ar e i nt er e st e d i n B H s wit h
m a s s e s c o m p ar a bl e t o N S s, a n d t h er ef or e w e will f o c u s o n t h e r a n g e 1 M ⊙ ≲ M B H ≲ 3 M ⊙ .
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3. 2. 1 N e u t r o n s t a r bi n a ri e s
We c o n si d er t w o B N S m a s s di stri b uti o n m o d el s.
T h e fi r st m o d el ( “ d o u bl e G a u s si a n, ” h e n c ef ort h B N S - D G ) i s b a s e d o n t h e el e ctr o m a g n eti c
o b s er v ati o n s of G al a cti c r a di o p ul s ar s, w h o s e e v ol uti o n ar y p at h i s d e s cri b e d i n R ef s. [ 1 5 8 ,
1 5 9 , 1 6 0 ]. I n t h e st a n d ar d i s ol at e d bi n ar y f or m ati o n c h a n n el, t h e p ri m ar y N S i s s p u n u p t o
∼ 1 0 – 1 0 0 m s t h r o u g h a c cr eti o n, w h er e a s t h e s e c o n d ar y st ar s pi n s d o w n t o a t y pi c al p eri o d
of ∼ 1 s aft e r birt h. A r e c e nt B a y e si a n a n al y si s u si n g a s a m pl e of 1 7 G al a cti c B N S s [ 1 6 1 ]
i n di c at e s t h at t h e n o nr e c y cl e d ( s e c o n d ar y) N S m a s s i s u nif o r ml y di stri b ut e d wit hi n t h e
r a n g e M N S ∈ [ 1.1 4 , 1 .4 6] M ⊙ , w hil e t h e r e c y cl e d ( p ri m ar y) N S f oll o w s a d o u bl e G a u s si a n
di stri b uti o n
G (m |θ ) =
α
√
2 π σ 1
e
( m − µ 1 ) 2
2 σ 21 +
1 − α
√
2 π σ 2
e
( m − µ 2 ) 2
2 σ 22 , ( 3. 2)
w h e r e w e i ntr o d u c e d t h e f o ur- di m e n si o n al p ar a m et er v e ct or θ = ( µ 1 , µ2 , σ1 , σ2 ) wit h µ 1 =
1 .3 4 M ⊙ , µ 2 = 1 .4 7 M ⊙ , σ 1 = 0 .0 2 M ⊙ , σ 2 = 0 .1 5 M ⊙ , a n d t h e “ mi xi n g p ar a m et er ” α = 0 .6 8.
T h e B N S - D G pr e s cri pti o n i s c o m pl et e d b y s etti n g a n E O S- d e p e n d e nt t hr e s h ol d M m a xE O S f or t h e
m a xi m u m st ell ar m a s s ( s e e S e c. 3. 3). T hi s m o d el i s b a s e d o n o b s er v ati o n s of g al a cti c N S s,
a n d t h e r ef or e it s h o ul d b e vi e w e d wit h s o m e c a uti o n if w e c o n si d er t hir d- g e n er ati o n ( 3 G)
i nt erf er o m et er s s u c h a s t h e Ei n st ei n Tel e s c o p e [4 0 , 4 1 , 4 2 ] or C o s mi c E x pl or er [1 6 2 ], w hi c h
a r e e x p e ct e d t o d et e ct bi n ar y s y st e m s o ut t o l ar g e r e d s hift s [ 4 3, 1 6 2].
I n t h e s e c o n d, m or e a g n o sti c m o d el ( B N S - U ), b ot h N S m a s s e s ar e e xtr a ct e d fr o m a u nif or m
di stri b uti o n wit h M N S ∈ [ 1M ⊙ , M
m a x
E O S ]. T hi s m o d el i s l e s s p h y si c all y m oti v at e d, b ut w e u s e
it t o br a c k et u n c ert ai nti e s a n d t o t a k e i nt o a c c o u nt t h e r e c e nt d et e cti o n of G W 1 9 0 4 2 5 [1 1 7 ],
w hi c h s e e m s t o s u g g e st t h at t h e f or m ati o n a n d e v ol uti o n of t h e B N S p o p ul ati o n o b s e r v e d i n
G W s m a y b e di ff er e nt fr o m t h e G al a cti c p o p ul ati o n [ 1 6 3].
3. 2. 2 Bl a c k h ol e- n e u t r o n s t a r bi n a ri e s
T h e f or m ati o n a n d e v ol uti o n of B H N S bi n ari e s ar e ar g u a bl y e v e n m or e u n c ert ai n. “ L o w- m a s s ”
B H s c a n f or m f r o m t h e gr a vit ati o n al c oll a p s e of st ar s of m a s s ≳ 8 M ⊙ or fr o m o v er d e n siti e s
i n t h e e a rl y U ni v e r s e ( “ pri m or di al B H s ”, h e n c ef ort h P B H s [1 6 4 , 1 6 5 , 1 6 6 , 1 6 7 , 1 6 8 , 1 6 9 ,
1 7 0 , 1 7 1 , 1 7 2 , 1 7 3 ]). If t h e B H m a s s m > M m a xE O S ( w h er e n o st a bl e N S c o n fi g ur ati o n s ar e
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T a bl e 3. 1: R a di u s a n d di m e n si o nl e s s ti d al d ef or m a bilit y Λ ≡ λ / m 5 f or a pr ot ot y p e 1.4 M ⊙
N S m o d ell e d wit h t w o e x a m pl e s of t h e or eti c al E O S s, n a m el y A P R 4 [ 1 ] a n d A L F 2 [2 ], w hi c h
r e p r e s e nt t o c a s e s of s oft a n d sti ff n u cl e ar m att er, r e s p e cti v el y.
E O S R N S [ k m]  Λ M
m a x
E O S [M ⊙ ]
A P R 4 1 1. 4 3 2 6 0. 3 5 2. 2 1
A L F 2 1 3. 0 2 6 6 6. 2 3 2. 0 8
all o w e d) t h e B H c o ul d h a v e eit h er p ri m or di al or st ell ar ori gi n [ 1 7 4 ]. T h er e ar e s e v er al ( m o r e
or l e s s e x oti c) f or m ati o n s c e n ari o s t h at c o ul d p r o d u c e B H s i n t h e m a s s r a n g e ∼ 1 – 3 M ⊙ . T o
i m p r o v e r e a d a bilit y, w e bri e fl y r e vi e w t h e m i n t h e A p p e n di x 3. 5.
T h er e ar e l ar g e u n c ert ai nti e s i n c urr e nt e sti m at e s of B N S a n d st ell ar B H N S m er g e r r at e s ( s e e
e. g. [ 4 4 ]) a n d i n k e y p ar a m et er s of s o m e of t h e m or e “ e x oti c ” f or m ati o n s c e n ari o s, s u c h a s
t h e fr a cti o n of d ar k m att er i n P B H s f P B H ( s e e e. g. [ 1 7 5 , 1 7 6 , 1 7 7 , 1 7 8 , 1 7 9 , 1 8 0 ]), b ut it i s
r e a s o n a bl e t o e x p e ct t h at B N S m er g e r r at e s s h o ul d b e l ar g er t h a n B H N S m er g er r at e s i n t h e
m a s s r a n g e of i nt er e st h er e. LI G O- Vir g o o b s er v ati o n s h a v e m e a s ur e d a 9 0 % c r e di bl e r at e (t o
t h e n e ar e st si g ni fi c a nt fi g ur e) of 1 0 0 – 4 0 0 0 yr − 1 G p c − 3 f or B N S m e r g er s, w hil e t h e u p p er li mit
(i n t h e a b s e n c e of a n y c a n di d at e s) o n B H N S bi n ari e s i s 6 0 0 yr − 1 G p c − 3 [1 8 1 , 1 8 2 ]. H o w e v er,
w e will b e a g n o sti c a n d all o w f or t h e p o s si bilit y t h at B H N S r at e s m a y d o mi n at e o v er B N S
r at e s. We a d o pt a fl at di stri b uti o n f or t h e B H m a s s M B H i n t h e r a n g e [ 1, 3] M ⊙ , a n d (j u st
a s w e di d f or B N S s) w e c o n si d er eit h er t h e d o u bl e G a u s si a n di stri b uti o n of E q. ( 3. 2) or a
u nif o r m N S m a s s di stri b uti o n i n t h e r a n g e M N S ∈ [ 1, M
m a x
E O S ]M ⊙ . I n t h e f oll o wi n g w e will
r ef er t o t h e s e m o d el s a s B H N S - D G a n d B H N S - U , r e s p e cti v el y.
3. 2. 3 C h oi c e of E O S
I n o ur a n al y si s w e c o n si d er t w o E O S m o d el s, A P R 4 [ 1 ] a n d A L F 2 [2 ], a s p r ot ot y p e s f or
“ s oft ” a n d “ sti ff ” n u cl e ar m att er. S oft a n d sti ff E O S s l e a d t o m or e a n d l e s s c o m p a ct st ell ar
c o n fi g u r ati o n s, r e s p e cti v el y. T h e A P R 4 E O S i s c o m p ut e d f r o m a n o n r el ati vi sti c m o d el
w hi c h i n cl u d e s r el ati vi sti c b o o st c orr e cti o n s t o t h e t w o- a n d t hr e e- n u cl e o n i nt er a cti o n s u si n g
v a ri ati o n al m et h o d s [ 1 ]. T h e A L F 2 E O S i s a n u cl e ar a n d q u ar k m att er E O S b a s e d o n t h e
s o c all e d MI T b a g m o d el, wit h a p h a s e t r a n siti o n fr o m n u cl e o n s t o d e c o n fi n e d q u ar k s at
d e n sit y ρ ∼ 8 · 1 0 1 4 g · c m − 3 [2 ]. A s s h o w n i n T a bl e 3. 1, f or a gi v e n m a s s ( h er e c h o s e n t o
b e t h e “ c a n o ni c al ” M = 1 .4 M ⊙ ) t h e A P R 4 E O S yi el d s a N S wit h s m all er r a di u s a n d ti d al
d ef or m a bilit y t h a n t h e A L F 2 E O S.
2 6































A P R 4
- - B H N S - U /B N S - D G
- - B H N S - U /B N S - U
···· B H N S - D G /B N S - D G
···· B H N S - D G /B N S - U
1 0 0 5 0 0 9 0 0 1 3 0 0
0. 0
0. 0 0 2
0. 0 0 4







0 2 0 0 4 0 0 6 0 0 8 0 0
0. 0
0. 0 0 5
0. 0 1
0. 0 1 5
0. 0 2
0. 0 2 5
Λ

B N S - D G
B N S - U
B H N S - D G
B H N S - U
Fi g ur e 3. 2: B ott o m: C o n diti o n al pr o b a bilit y di stri b uti o n s P ( ˜︁Λ |i), w h er e i = B H N S - D G ( s oli d
r e d), B H N S - U ( d a s h e d r e d), B N S - D G ( s oli d bl u e) or B N S - U ( d a s h e d bl u e), f or E O S A L F 2 (l eft
p a n el) a n d A P R 4 (ri g ht p a n el). Verti c al li n e s i d e ntif y t h e 6 8 % c o n fi d e n c e i nt er v al s f or t h e
t hr e e di stri b uti o n s ( cf. T a bl e 3. 1). T o p: l o g1 0 (r ), w h er e r i s t h e pr o b a bilit y r ati o d e fi n e d i n
E q. ( 3. 3) f or di ff e r e nt c o m bi n ati o n s of m a s s di st ri b uti o n m o d el s, a s i n di c at e d i n t h e l e g e n d.
W h e n t hi s r ati o i s a b o v e t h e s h a d e d r e gi o n t h e bi n ar y i s li k el y t o b e a B H N S. B el o w t h e
s h a d e d r e gi o n it i s li k el y t o b e a B N S. I n t h e gr e y s h a d e d r e gi o n, t h e bi n ar y’ s ori gi n i s
u n c ert ai n.
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B ot h of t h e s e m o d el s ar e c o m p ati bl e wit h t h e LI G O / Vi r g o e v e nt s G W 1 7 0 8 1 7 [ 1 3 , 1 1 1 , 1 1 3 ]
a n d G W 1 9 0 4 2 5 [ 1 1 7 ] a n d wit h r e c e nt el e ctr o m a g n eti c o b s er v ati o n s [1 8 3 , 1 8 4 , 1 8 5 , 1 8 6 , 1 8 7 ].
F u rt h e r m o r e, a s s h o w n i n t h e l eft p a n el of Fi g. 3. 1, A P R 4 a n d A L F 2 s p a n a wi d e r a n g e of
m a s s- r a di u s c o n fi g ur ati o n s. T h e di ff er e n c e i n sti ff n e s s b et w e e n t h e t w o m o d el s h a s a l ar g e
i m p a ct o n t h e ti d al d ef or m a bilit y p ar a m et er Λ, w hi c h di ff er s b y a f a ct or ≳ 2 b et w e e n t h e
t w o m o d el s f or a gi v e n m a s s. I n t h e ri g ht p a n el of Fi g. 3. 1 w e pl ot t h e ti d al d ef or m a bilit y
a s a f u n cti o n of m a s s f o r t h e s a m e e q u ati o n s of st at e. T h e s oft E O S A P R 4 yi el d s s m all er
v al u e s of Λ t h a n t h e sti ff E O S A L F 2 f o r all N S m a s s e s. T hi s i s i m p ort a nt f or o ur p ur p o s e s,
b e c a u s e l ar g e v al u e s of Λ e n h a n c e m att er e ff e ct s i n t h e si g n al, a n d, t h er ef or e, l e a d t o ti g ht er
c o n st r ai nt s [ 1 8 8].
3. 2. 4 Ti d al d ef o r m a bili t y p r o b a bili t y di s t ri b u ti o n
We p o p ul at e t h e m o d el s B N S - D G , B N S - U , B H N S - D G a n d B H N S - U wit h n ∼ 8 · 1 0 6 s a m pl e s,
e a c h r e pr e s e nti n g a bi n ar y wit h c o m p o n e nt m a s s e s r a n d o ml y s el e ct e d a c c or di n g t o t h e
crit eri a d e s cri b e d i n S e c. 3. 2. F or e a c h s y st e m ( B N S a n d B H N S), w e c o m p ut e t h e N S ti d al
d ef o r m a bilit y b y s ol vi n g t h e r el ati vi sti c st ell ar str u ct ur e e q u ati o n s f or a gi v e n E O S [ 1 2 9 ],
w hil e t h e ti d al d ef or m a bilit y of t h e B H i s a s s u m e d t o b e z e r o [ 1 3 2 , 1 3 3 , 1 3 3 , 1 8 9 ]. Fr o m
t h e s e d at a s et s w e c o m p ut e t h e di m e n si o nl e s s ti d al d ef or m a bilit y ˜︁Λ d e fi n e d i n E q. ( 3. 1) , a n d
t h e c o r r e s p o n di n g c o n diti o n al pr o b a bilit y di stri b uti o n s P ( ˜︁Λ |B N S) a n d P ( ∫︂Λ |B H N S).
T h e bl u e a n d r e d hi st o gr a m s i n Fi g. 3. 2 s h o w t h e pr o b a bilit y di stri b uti o n s P ( ˜︁Λ |B H N S ) (r e d)
a n d P ( ˜︁Λ |B N S ) ( bl u e) f o r E O S A L F 2 (l eft p a n el) a n d A P R 4 (ri g ht p a n el). Wit hi n e a c h
p a n el, s oli d ( d a s h e d) li n e s c or r e s p o n d t o a d o u bl e G a u s si a n ( u nif or m) m a s s di stri b uti o n f or
N S s. T h e E O S h a s a s m all e ff e ct o n t h e q u alit ati v e s h a p e of t h e pr o b a bilit y f u n cti o n s f or
b ot h B N S a n d B H N S s y st e m s. H o w e v er, t h e sti ff n e s s of t h e E O S d o e s c h a n g e t h e m e di a n
a n d t h e 6 8 % c o n fi d e n c e i nt er v al s, a s s h o w n i n T a bl e 3. 2. T o g ui d e t h e e y e, i n Fi g. 3. 2 w e
m ar k all 6 8 % c o n fi d e n c e i nt e r v al s b y v e rti c al li n e s.
C o m p a r e f or e x a m pl e t h e pr o b a bilit y f u n cti o n s P ( ˜︁Λ |B H N S- D G ) a n d P ( ˜︁Λ |B N S- D G ). T h e
l eft p a n el of Fi g. 3. 2 s h o w s t h at t h e y h a v e s o m e o v erl a p w h e n 3 0 0 ≲ ˜︁Λ ≲ 7 0 0 f o r A L F 2,
w hil e t h e ri g ht p a n el i m pli e s t h at t h e y o v erl a p f or 1 0 0 ≲ ˜︁Λ ≲ 3 0 0 f o r A P R 4. H o w e v er, f or
b ot h E O S m o d el s t h e 6 8 % c o n fi d e n c e l e v el s of t h e t w o di stri b uti o n s ar e di sj oi nt. T h e s e
q u alit ati v e c o n si d er ati o n s pr o vi d e a fir st vi s u al i n di c ati o n t h at it m a y i n d e e d b e p o s si bl e
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T a bl e 3. 2: M e di a n a n d 6 8 % c o n fi d e n c e i nt er v al s of t h e ti d al d ef or m a bilit y ˜︁Λ ( cf. Fi g. 3. 2.)
m o d e l E O S
A L F 2  A P R 4
B H N S - U 1 0 0 + 2 2 5− 7 0 3 0
+ 9 0
− 2 4
B H N S - D G 1 6 0 + 3 8 0− 7 8 6 0
+ 1 5 0
− 3 1
B N S - U 4 1 0 + 6 0 0− 2 6 0 2 3 0
+ 3 0 0
− 1 4 0
B N S - D G 8 7 0 + 2 8 0− 2 0 0 3 5 0
+ 1 3 0
− 8 7
t o di s e nt a n gl e t h e n at ur e of l o w- m a s s bi n ari e s f r o m t h e s e pr o b a bilit y di stri b uti o n s, wit h
s m all a n d l ar g e v al u e s of ˜︁Λ c o r r e s p o n di n g t o B H N S a n d B N S s y st e m s, r e s p e cti v el y, w hil e
i nt er m e di at e v al u e s w o ul d s u g g e st a mi xt ur e of t h e t w o p o p ul ati o n s.
T h e m a s s f u n cti o n of N S s d o e s n ot si g ni fi c a ntl y a ff e ct P ( ∫︂Λ |B H N S ), w hi c h r e m ai n s s h a r pl y
p e a k e d at s m all v al u e s of ˜︁Λ , b ut it d o e s c h a n g e t h e q u alit ati v e b e h a vi or of P ( ˜︁Λ |B N S ).
T a bl e 3. 2 s h o w s t h at t h e m e di a n v al u e of ˜︁Λ i s si g ni fi c a ntl y l o w er f or P ( ˜︁Λ |B N S- U ) t h a n f o r
P ( ˜︁Λ |B N S- D G ), s o t h e r e gi o n i n w hi c h t h e ti d al d ef or m a bilit y of B H N S a n d of B N S o v erl a p
i n c r e a s e s si g ni fi c a ntl y, a n d w e c a n e x p e ct t h at o ur a bilit y t o di sti n g ui s h B H N S s fr o m B N S s
will d e g r a d e si g ni fi c a ntl y. N ot e t h at t hi s i s a bl e s si n g a n d a c ur s e: r e c o n str u cti n g t h e f or m
of t h e p r o b a bilit y di stri b uti o n s wit h f ut ur e G W o b s er v ati o n s m a y all o w u s t o r e c o n str u ct
t h e m a s s di stri b uti o n a n d t h e f or m ati o n s c e n ari o s of B N S c o m p o n e nt s.
T h e di st ri b uti o n s of t h e ti d al d ef or m a bilit y s h o w n i n t h e b ott o m p a n el s of Fi g. 3. 2 c a n b e
e x pl oit e d t o i d e ntif y t h e s p e ci fi c t y p e of bi n ar y. L et u s i ntr o d u c e t h e r ati o
r ( ˜︁Λ) ≡
P ( ˜︁Λ |B H N S)
P ( ˜︁Λ |B N S)
. ( 3. 3)
L a r g e ( s m all) v al u e s of r ( ˜︁Λ ) i n di c at e t h at ˜︁Λ i s m o r e li k el y t o c o m e f r o m a B H N S ( B N S,
r e s p e cti v el y). I n t h e t o p p a n el s of Fi g. 3. 2 w e pl ot r ( ˜︁Λ ) f o r t h e f o ur p o s si bl e c o m bi n ati o n s
of E O S m o d el s ( eit h er A L F 2 or A P R 4) a n d N S m a s s di stri b uti o n s ( eit h er d o u bl e G a u s si a n
or u nif or m). W h e n t hi s r ati o i s a b o v e t h e s h a d e d r e gi o n, t h e bi n ar y i s li k el y t o b e a B H N S.
B el o w t h e s h a d e d r e gi o n, it i s li k el y t o b e a B N S. I n t h e gr e y s h a d e d r e gi o n, t h e bi n ar y’ s
ori gi n i s u n c e rt ai n.
T h e r a n g e of ˜︁Λ c orr e s p o n di n g t o a n u n c e rt ai n bi n ar y ori gi n (i. e., t o t h e r ati o r b ei n g i n t h e
s h a d e d r e gi o n) d e p e n d s s e n siti v el y o n t h e m a s s di stri b uti o n of N S s i n B N S s y st e m s, b ei n g
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Fi g ur e 3. 3: Vi oli n pl ot s h o wi n g t h e pr o b a bilit y di stri b uti o n of P ( ˜︁Λ ) d e fi n e d i n E q. ( 3. 4) f or
t h e A L F 2 (l eft) a n d A P R 4 (ri g ht) E O S a n d f or s el e ct e d v al u e s of F = [ 0 , 0 .1 , 0 .2 , . . . 1].
T h e p o p ul ati o n i s d o mi n at e d b y B N S s w h e n F → 0, a n d b y B H N S s w h e n F → 1.
l ar g e w h e n t h e m a s s di stri b uti o n i s fl at. I n g e n er al, t h e mi xi n g fr a cti o n b et w e e n B H N S a n d
B N S s y st e m s will b e h ar d t o m e a s ur e w h e n t h e ti d al d ef or m a bilit y di stri b uti o n s f or B N S s
a n d B H N S s h a v e a l ar g e o v e rl a p, i. e. w h e n r i s i n t h e s h a d e d r e gi o n o v er a br o a d r a n g e of
v al u e s of Λ.
3. 3 B a y e si a n i nf e r e n c e
T h e pr e vi o u s q u alit ati v e c o n si d e r ati o n s c a n b e p ut o n a m o r e s oli d f o oti n g b y a B a y e si a n
a n al y si s. Fir st of all, w e c a n c o m bi n e t h e pr o b a bilit y di st ri b uti o n s of t h e t w o c o m p a ct bi n ar y
f a mili e s t o o bt ai n t h e o b s er v a bl e pr o b a bilit y di stri b uti o n of ˜︁Λ:
P ( ∫︂Λ) = P ( ˜︁Λ |B H N S) P o b s ( B H N S)
+ P ( ˜︁Λ |B N S) P o b s ( B N S) , ( 3. 4)
w h e r e P o b s (B N S ) a n d P o b s (B H N S ) a r e t h e p r o b a biliti e s t o o b s er v e a B N S a n d a B H N S
s y st e m, r e s p e cti v el y.
E q u ati o n ( 3. 4) c a n b e u s e d t o i nf e r t h e r el ati v e a b u n d a n c e of B N S s a n d B H N S s a s f oll o w s.
We d e fi n e a “ mi xi n g fr a cti o n ” p ar a m et er F = P o b s (B H N S ) s u c h t h at 0 ≤ F ≤ 1 a n d
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A P R 4  B H N S - U  &  B N S - D G  H L V
0. 1 0. 3 0. 5 0. 7 0. 9
ℱ
C E + E T
- ℱ = 0
- ℱ = 0. 5
- ℱ = 1
Fi g ur e 3. 4: R e c o n str u ct e d pr o b a bilit y d e n sit y f u n cti o n s of t h e p ar a m et er F a s s u mi n g
N o b s = 1 0 o b s er v ati o n s ( s oli d li n e s) or N o b s = 6 0 o b s er v ati o n s ( d a s h e d li n e s). T h e l eft
p a n el r ef er s t o a s e c o n d- g e n er ati o n d et e ct or n et w or k ( H L V), a n d t h e ri g ht p a n el t o a t hir d-
g e n er ati o n n et w or k c o m p o s e d of t w o C E s a n d E T. We f o c u s o n t hr e e e xtr e m e c a s e s: a p ur e
B N S p o p ul ati o n ( F = 0, bl u e), a “ p e rf e ctl y mi x e d ” p o p ul ati o n ( F = 0 .5, g r e e n), a n d a
p ur e B H N S p o p ul ati o n ( F = 1, r e d). F or c o n cr et e n e s s h er e w e f o c u s o n E O S A P R 4 a n d
w e c o m p ar e t h e m a s s di stri b uti o n m o d el s B H N S - U a n d B N S - D G , b ut r e s ult s ar e q u alit ati v el y
si mil a r f or ot h er E O S m o d el s a n d m a s s di stri b uti o n s.
P o b s ( B N S) = 1 − F . T h e n E q. ( 3. 4) r e a d s
P ( ˜︁Λ) = P ( ˜︁Λ |B H N S) F + P ( ∫︂Λ |B N S)( 1 − F ) . ( 3. 5)
F o r si m pli cit y, i n t h e f oll o wi n g w e will c o m p ar e t h e B H N S - U a n d B N S - D G m o d el s o nl y. I n
Fi g. 3. 3 w e s h o w h o w t h e s h a p e of P ( ˜︁Λ ) c h a n g e s wit h F . T h e l eft p a n el r ef er s t o t h e A L F 2
E O S, a n d t h e ri g ht p a n el t o t h e A P R 4 E O S. T h e t w o pl ot s ar e q u alit ati v el y si mil a r, alt h o u g h
t h e r a n g e of p o s si bl e v al u e s f o r ˜︁Λ i s v e r y di ff e r e nt. W h e n F i s cl o s e t o u nit y m o st bi n ari e s
ar e B H N S s, a n d P ( ˜︁Λ ) h a s a si n gl e p e a k at v al u e s of ˜︁Λ ≲ 3 0 0( 2 0 0) f or A L F 2 ( A P R 4). A s F
d e cr e a s e s b el o w ≃ 0 .7 t h e di stri b uti o n b e c o m e s bi m o d al, wit h a s e c o n d br o a d p e a k b et w e e n
3 0 0 ≲ ˜︁Λ ≲ 1 4 0 0 ( 1 0 0 ≲ ˜︁Λ ≲ 6 0 0) f o r A L F 2 ( A P R 4). T hi s s e c o n d p e a k b e c o m e s m or e a n d
m or e d o mi n a nt i n t h e li mit F → 0, w h e n B N S s d o mi n at e t h e o b s er v e d p o p ul ati o n.
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T a bl e 3. 3: M e di a n a n d 6 8 % c o n fi d e n c e i nt e r v al s of F f o r t h e t w o E O S m o d el s A L F 2 a n d
A P R 4, a n u m b e r of o b s e r v ati o n s N o b s = 1 0 or N o b s = 6 0, a n d t w o d et e ct or n et w or k s: (i) a
s e c o n d- g e n er ati o n H L V n et w o r k a n d (ii) a t hir d- g e n er ati o n n et w or k c o m p o s e d of t w o C E s
a n d E T. We f o c u s o n t hr e e e xtr e m e c a s e s: a p u r e B N S p o p ul ati o n ( F = 0), a “ p erf e ctl y
mi x e d ” p o p ul ati o n ( F = 0 .5), a n d a p ur e B H N S p o p ul ati o n ( F = 1).
E O S H L V  C E + E T
N o b s = 1 0 N o b s = 6 0 N o b s = 1 0 N o b s = 6 0
F = 0
A L F 2 0 .0 7 4 + 0 .0 9 7− 0 .0 4 6 0 .0 2 4
+ 0 .0 2 2
− 0 .0 1 0 0 .0 7 2
+ 0 .0 9 4
− 0 .0 4 5 0 .0 2 3
+ 0 .0 2 2
− 0 .0 0 9 3
A P R 4 0 .0 7 5 + 0 .1 1 0− 0 .0 5 3 0 .0 2 4
+ 0 .0 3 2
− 0 .0 1 4 0 .0 7 5
+ 0 .1 0 0
− 0 .0 5 0 0 .0 2 3
+ 0 .0 2 3
− 0 .0 0 9 6
F = 0. 5
A L F 2 0 .5 3 + 0 .1 3− 0 .1 6 0 .5 4
+ 0 .0 6 2
− 0 .0 6 2 0 .5 3
+ 0 .1 3
− 0 .1 6 0 .5 4
+ 0 .0 5 9
− 0 .0 5 9
A P R 4 0 .3 8 + 0 .1 8− 0 .1 7 0 .3 7
+ 0 .1 3 0
− 0 .0 9 1 0 .4 0
+ 0 .1 5
− 0 .1 6 0 .4 6
+ 0 .0 5 4
− 0 .0 5 9
F = 1
A L F 2 0 .9 4 + 0 .0 3 1− 0 .1 5 0 .9 6
+ 0 .0 1 1
− 0 .0 0 8 0 .9 4
+ 0 .0 3
− 0 .1 5 0 .9 6 2
+ 0 .0 0 9 6
− 0 .0 0 7 8
A P R 4 0 .8 9 + 0 .0 7 8− 0 .1 5 0 .9 6
+ 0 .0 1 5
− 0 .0 0 9 0 .8 9
+ 0 .0 8
− 0 .1 5 0 .9 6 1
+ 0 .0 1 0 3
− 0 .0 0 8 0
We s a m pl e t h e pr o b a bilit y di st ri b uti o n of t h e h y p er p a r a m et er F u si n g a m a c hi n e-l e ar ni n g
e m ul at or tr ai n e d o n n u m eri c al pr e di cti o n s a n d i n s ert e d i nt o a B a y e si a n hi er ar c hi c al fr a m e-
w o r k [ 1 9 0 , 1 9 1 , 1 9 2 ]. We t r ai n a G a u s si a n pr o c e s s r e gr e s si o n i nt er p ol a nt o n 1 0 0 v al u e s of
F ∈ [ 0, 1]. T h e r e s ulti n g e m ul at or sl ot s i nt o a hi er ar c hi c al B a y e si a n a n al y si s a n d i s f e d wit h
si m ul at e d d at a fr o m o b s er v ati o n s wit h s e c o n d- a n d t hir d- g e n er ati o n i nt erf e r o m et er n et w o r k s,
pr o vi di n g di ff e r e nt c o n str ai nt s o n F . We c o n si d er t w o d et e ct or c o n fi g u r ati o n s: (i) a n et w or k
c o n si sti n g of LI G O H a nf or d, LI G O Li vi n g st o n [ 1 0 9 ] a n d Vir g o [1 1 0 ] ( H L V), all o p er ati n g at
d e si g n s e n siti vit y [ 1 9 3 ], a n d (ii) a t hir d- g e n er ati o n n et w or k [1 9 4 ] c o m p o s e d of t w o C o s mi c
E x pl or er ( C E) d et e ct or s [ 4 3, 1 6 2] a n d o n e Ei n st ei n Tel e s c o p e ( E T) [ 4 0, 4 2].
T h e o b s e r v ati o n s i nj e ct e d wit hi n t h e c o d e ar e si m ul at e d u si n g t h e p u bli cl y a v ail a bl e c o d e
B I L B Y , a B a y e si a n i nf e r e n c e li br ar y f or G W a str o n o m y [1 9 5 , 1 9 6 , 1 9 7 ]. F o r e a c h bi n ar y
i nj e ct e d i n t h e d at a a n al y si s pi p eli n e, w e r a n d o ml y dr a w t h e c o m p o n e nt m a s s e s a c c or di n g t o
t h e s p e ci fi c m o d el 2 , w hil e t h e l u mi n o sit y di st a n c e d L i s s a m pl e d fr o m a u nif or m di stri b uti o n
b et w e e n 1 0 a n d 1 2 0 M p c.
2 B I L B Y c a n n o t h a n dl e v e r y s m all ( a n d r a r e ) v al u e s of Λ̃ . T h e r ef o r e w e di s c a r d t h e l o w e s t v al u e s of Λ˜ , a n d
t hi s e ff e c ti v el y s e t s t h e u p p e r m a s s li mi t f o r B H s i n o u r c a t al o g s a t 2 M ⊙ .
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F or t h e G W si g n al w e u s e t h e I M R P h e n o m P v 2 N R T i d a l m o d el [ 1 9 8 , 1 9 9 ]. N u m eri c al r el ati vit y
si m ul ati o n s h a v e s h o w n t h at ti d al di sr u pti o n m a y o c c ur i n B H N S m er g er s, a ff e cti n g t h e
m er g er d y n a mi c s a n d i ntr o d u ci n g a c h ar a ct eri sti c fr e q u e n c y c ut o ff i n t h e w a v ef or m. I n
g e n er al, t h e o c c urr e n c e of ti d al di s r u pti o n a n d t h e w a v ef or m m or p h ol o g y ar e s e n siti v e t o t h e
B H s pi n, t h e bi n ar y m a s s r ati o a n d t h e E O S [ 1 4 , 2 0 0 , 2 0 1 , 2 0 2 , 2 0 3 ]. We f o c u s ( c o n s er v ati v el y)
o n s y st e m s w h er e ti d al di sr u pti o n d o e s n ot o c c ur, b e c a u s e t h e fr e q u e n c y c ut o ff d u e t o ti d al
di s r u pti o n m a k e s B H N S bi n ari e s e a si er t o t ell a p art fr o m B N S bi n ari e s [ 2 0 4 , 2 0 5 ]. We al s o
v eri fi e d b y a n e x pli cit c al c ul ati o n t h at u si n g P h e n o m N S B H [ 2 0 3 ], a w a v ef or m m o d el w hi c h
i n cl u d e s ti d al di s r u pti o n, w o ul d n ot a ff e ct o u r c o n cl u si o n s ( s e e A p p e n di x 3. 7).
We a s s u m e a n i s otr o pi c s o ur c e p o siti o n a n d ori e nt ati o n i n t h e s k y. We n e gl e ct t h e s pi n s of
b ot h N S s (i n w hi c h c a s e t h e di m e n si o nl e s s s pi n p a r a m et er i s e x p e ct e d t o b e ≲ 0 .3 [ 2 0 6 ])
a n d B H s ( s e e e. g. [ 2 0 7 , 2 0 8 ]). Alt h o u g h B H s, i n pri n ci pl e, c a n h a v e l ar g e s pi n, t hi s s h o ul d
n ot si g ni fi c a ntl y a ff e ct o ur r e s ult s, b e c a u s e ti d al d ef or m a bilit y e ff e ct s ar e e x p e ct e d t o b e
d o mi n a nt o v e r s pi n e ff e ct s at t h e r el e v a nt p o st- N e wt o ni a n or d e r [ 2 0 9 ]. M o r e o v er, w e ar e
f o c u si n g o n bl a c k h ol e m a s s e s u p t o 2 M ⊙ . T h e s e m a y i n v ol v e B H s of pri m or di al ori gi n or
d ar k m att er c or e s ( s e e A p p e n di x 3. 5), a n d t h e or eti c al c al c ul ati o n i n t h e s e s c e n ari o s s u g g e st
t h at B H s pi n s s h o ul d b e n e gli gi bl e [ 2 0 8, 2 1 0, 2 1 1].
F o r e a c h p o st eri or di stri b uti o n of F w e r u n t h r e e i n d e p e n d e nt c h ai n s of ∼ 1 0 4 s a m pl e s,
di s c ar di n g t h e fir st ∼ 1 0 % p oi nt s a s b ur n i n. T h e c o n v er g e n c e of t h e M ar k o v C h ai n M o nt e
C a rl o si m ul ati o n s i s d et er mi n e d b y cr o s s- c h e c ki n g t h e c h ai n s t h r o u g h a st a n d ar d R u bi n
t e st [ 2 1 2].
We c o m p ut e P ( ˜︁Λ ), a s d e fi n e d i n E q. ( 3. 5) , f o r 1 0 0 v al u e s of F ∈ [ 0, 1]. We h a v e c h e c k e d
t h at t h e G a u s si a n pr o c e s s r e gr e s si o n i nt er p ol a nt e m ul at or r e c o n str u ct s t h e pr o b a bilit y
di stri b uti o n s P ( ˜︁Λ) s h o w n i n Fi g. 3. 3 wit h a c c ur a c y b ett er t h a n 1 0 % f or a n y v al u e of F .
We c h o o s e a s u b s et of bi n ari e s s u c h t h at t h e i nf e rr e d P ( ∫︂Λ ) li e s wit hi n t h e r e gi o n s w h e r e w e
c a n c o r r e ctl y di sti n g ui s h B N S s fr o m B H N S s f or b ot h E O S m o d el s. F or B H N S s ( B N S s) w e
c o n si d e r ˜︁Λ i n t h e r a n g e ∼ [ 5 0, 2 0 0] ([ 3 0 0 , 6 0 0]) f o r A P R 4 a n d [ 1 2 0 , 5 0 0] ([ 4 0 0 , 1 2 0 0]) f o r
A L F 2. We i nj e ct t h e s e v al u e s i nt o t h e m a c hi n e l e ar ni n g e m ul at or a n d r e c o n str u ct P (F ).
Fi g u r e 3. 4 s h o w s t h e r e s ult s of 1 0 a n d 6 0 si m ul at e d B N S a n d B H N S e v e nt s a s s u mi n g t h e
A L F 2 E O S i n t h e H L V n et w or k (l eft p a n el) a n d f or t h e t h e t hir d- g e n e r ati o n n et w or k of t w o
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C E s a n d o n e E T (ri g ht p a n el). We r e c o n st r u ct P (F ) t hr o u g h a hi er ar c hi c al B a y e si a n a n al y si s
u n d e r t h r e e a s s u m pti o n s: a “ p ur e B N S ” p o p ul ati o n ( F = 0), a “ p ur e B H N S ” p o p ul ati o n
(F = 1) a n d a “ p erf e ctl y mi x e d ” p o p ul ati o n ( F = 0 .5). F o r t h e t hir d- g e n er ati o n n et w or k s
(ri g ht p a n el) t h e ti d al d ef or m a bilit y err or s ar e r o u g hl y o n e or d er of m a g nit u d e s m all er t h a n
f o r t h e s e c o n d- g e n er ati o n n et w or k (l eft p a n el). T hi s l e a d s t o sli g htl y n arr o w er pr o b a bilit y
di stri b uti o n s, b ut o ur r e s ult s i n di c at e t h at ( q uit e r e m ar k a bl y) pr e s e nt d et e ct or s ar e s u ffi ci e nt
t o di s c ri mi n at e b et w e e n t h e t w o p o p ul ati o n s, a s l o n g a s t h e n u m b er of o b s er v ati o n s i s l a r g e
e n o u g h. T h e m e di a n a n d t h e 6 8 % c o n fi d e n c e i nt er v al s of t h e di stri b uti o n s ar e li st e d i n
T a bl e 3. 3. N ot e t h at t h e c o m p ari s o n i n Fi g. 3. 4 ( w h er e w e fi x t h e n u m b er of o b s er v ati o n s) i s
s o m e w h at u nf air, b e c a u s e t h e hi g h er s e n siti vit y of t hi r d- g e n er ati o n d et e ct or s i m pli e s t h at
e v e nt r at e s m u st i n cr e a s e wit h t h e c u b e of t h e s e n siti vit y e n h a n c e m e nt. A s t h e n u m b e r of
e v e nt s a n d d et e ct or s i m pr o v e, t h e r e c o n str u cti o n of P (F ) a n d o u r a bilit y t o d et er mi n e F
will g et s e n si bl y b ett er.
T hi s i s o n e of t h e m ai n c o n cl u si o n s of t hi s w or k: c urr e nt i nt e rf er o m et er s s h o ul d alr e a d y
b e a bl e t o d et e r mi n e t h e n at ur e of l o w- m a s s c o m p a ct bi n ari e s b y m e a s uri n g t h e ti d al
d ef or m a bilit y di stri b uti o n. R o u g hl y O ( 1 0) G W o b s er v ati o n s i n t h e l o w- m a s s r a n g e c a n
i d e ntif y w h et h er F f a v o r s d o u bl e N S s or mi x e d bi n ari e s w h e n o n e of t h e t w o f a mili e s
d o mi n at e s t h e p o p ul ati o n, a n d a f e w t e n s of o b s er v ati o n s ar e s u ffi ci e nt t o m e a s ur e F wit h
a n a c c ur a c y ∼ 0 .1 e v e n if b ot h f a mili e s c o ntri b ut e t o t h e o v er all o b s er v e d p o p ul ati o n.
3. 4 C o n cl u si o n s
A n e w er a i n a str o n o m y h a s b e g u n wit h t h e o b s e r v ati o n of c o m p a ct bi n ar y c o al e s c e n c e s b y
t h e LI G O a n d Vir g o G W d et e ct or s. T hi s c o m pl e m e nt ar y wi n d o w t o o b s er v e t h e U ni v er s e
c a n i nf o r m o ur k n o wl e d g e of f u n d a m e nt al p h y si c s a n d a str o p h y si c s. I n p arti c ul ar, w e c a n
a d d r e s s t h e l o n g- st a n di n g pr o bl e m of h o w c o m p a ct o bj e ct bi n ari e s f or m a n d e v ol v e b y
m e a s uri n g t h eir f u n d a m e nt al pr o p e rti e s, s u c h a s t h e di stri b uti o n of t h ei r m a s s e s a n d s pi n s
a n d t h eir c o s m ol o gi c al m er g er r at e s.
I n t hi s p a p er w e h a v e a d dr e s s e d h o w G W o b s er v ati o n s c o ul d b e e x pl oit e d t o m e a s ur e a n ot h er
k e y p r o p e rt y of t h e p o p ul ati o n, n a m el y t h e r el ati v e a b u n d a n c e of B N S s a n d B H N S s w h e n
t h e B H s m a s s e s a r e si mil ar t o t h o s e of N S s. D el a y e d s u p er n o v a e, t h e c o al e s c e n c e of N S s,
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c e rt ai n m o d el s of d ar k m att er a n d p h y si c al pr o c e s s e s i n t h e pri m or di al U ni v er s e mi g ht
pr o d u c e s u c h B H s. It i s, t h er ef or e, criti c al t o di s c ri mi n at e t h e t w o p o p ul ati o n s t o t e st t h e
di ff er e nt f o r m ati o n s c e n ari o s of B H s.
A cr u ci al di ff er e n c e b et w e e n B N S a n d B H N S s y st e m s ari s e s b e c a u s e t h e di m e n si o nl e s s ti d al
d ef or m a bilit y of N S s i s Λ ∼ f e w × 1 0 0, w hil e it i s pr e di ct e d t o b e z er o f or B H s. C o n s e q u e ntl y,
t h e e ff e cti v e ti d al d ef or m a bilit y ˜︁Λ of a bi n a r y d e fi n e d i n E q. ( 3. 1), w hi c h d e p e n d s o n t h e
ti d al d ef or m a bilit y of t h e bi n ar y c o m p o n e nt s a n d t h eir m a s s r ati o, i s si g ni fi c a ntl y l ar g er f or
B N S s ( ˜︁Λ B N S ∼ 4 0 0 – 1 2 0 0 f or t h e sti ff er E O S, a n d ∼ 3 0 0 – 6 0 0 f or t h e s oft er E O S c o n si d er e d
i n t hi s p a p er) t h a n it i s f or B H N S s (∫︂Λ B H N S ∼ 1 2 0 – 5 0 0 f or t h e sti ff e r E O S, a n d ∼ 5 0 – 2 0 0 f or
t h e s oft er E O S). We e x pl oit t hi s a s y m m etr y i n t h e di stri b uti o n of ˜︁Λ t o di ff er e nti at e b et w e e n
t h e t w o p o p ul ati o n s.
T o t hi s e n d, w e i ntr o d u c e d a p o p ul ati o n h y p er p ar a m et e r F m e a s uri n g t h e f r a cti o n of B H N S
p o p ul ati o n r el ati v e t o B N S p o p ul ati o n i n t h e o b s e r v e d c at al o g of s o ur c e s. We h a v e s h o w n
t h at it i s p o s si bl e t o i nf er t h e h y p er p ar a m et er F fr o m t h e m e a s ur e d di stri b uti o n of ˜︁Λ . T h e
di st ri b uti o n p e a k s at l ar g e ( s m all) v al u e s of ˜︁Λ if t h e p o p ul ati o n c o nt ai n s n o B H N S ( B N S)
s y st e m s a n d F = 0 ( F = 1), w hil e it will b e bi m o d al if t h e p o p ul ati o n c o nt ai n s a si g ni fi c a nt
p o p ul ati o n of B H N S s y st e m s, s a y 0 .2 < F < 0 .8.
T h e hi g hli g ht of t hi s i n v e sti g ati o n i s t h at t h e n et w or k of G W d et e ct or s t h at ar e c ur r e ntl y
o p er ati o n al ( LI G O H a nf or d, LI G O Li vi n g st o n a n d Vir g o) c a n c o n str ai n F at 6 8 % c o n fi d e n c e
l e v el t o t h e r a n g e [ 0, 0 .2] , [ 0.7 , 1] a n d [ 0 .3 , 0 .7] wit h o nl y 1 0 d et e cti o n s if t h e p o p ul ati o n i s
d o mi n at e d b y B N S s or B H N S s or a n e q u al a d mi xt ur e of b ot h, r e s p e cti v el y. A l ar g e r n u m b er
of o b s e r v ati o n s, wit h 6 0 e v e nt s, w o ul d i n cr e a s e o u r a bilit y t o r e c o n st r u ct F , pi n ni n g d o w n
t h e c o n fi d e n c e i nt e r v al s t o [ 0 , 0 .0 5] , [ 0.9 , 1] a n d [ 0 .4 , 0 .6] , f o r t h e s a m e p o p ul ati o n s.
O ur r e s ult s ar e l ar g el y i n s e n siti v e t o t h e E O S of d e n s e m att er alt h o u g h sti ff er e q u ati o n s of
st at e d o all o w f o r a m o d er at el y b ett er c o n str ai nt o n F . O n t h e ot h e r h a n d, t h e m a s s r ati o
of t h e c o m p a ni o n st ar s s pr e a d s t h e r a n g e of p o s si bl e v al u e s of e ff e cti v e ti d al d ef or m a bilit y,
li miti n g t h e a c c ur a c y wit h w hi c h t h e h y p e r p ar a m et er F c a n b e i nf err e d. If N S m a s s e s
ar e c o n fi n e d t o a n arr o w er r a n g e t h a n i s a s s u m e d i n t hi s p a p e r, t h e n it will b e p o s si bl e t o
m e a s ur e t h e r el ati v e fr a cti o n of B N S s a n d B H N S s m or e a c c u r at el y. T hi s i s w h er e C E a n d
E T c o ul d m a k e a n i m p a ct: t h e y will b e a bl e t o pr o vi d e u s wit h a v er y pr e ci s e di stri b uti o n
of N S m a s s e s b y a c c u r at el y m e a s uri n g t h e m a s s e s of t h o u s a n d s of N S s.
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We t h a n k O m ar B e n h ar, St ef a ni a M ar a s si, R a ff a ell a S c h n ei d er, L u c a Gr a zi a ni a n d L u c a s
T o n ett o f or u s ef ul di s c u s si o n s a n d a d vi c e o n t h e m et h o d s u s e d i n t hi s w or k a n d N at h a n
J o h n s o n- M c D a ni el a n d W olf g a n g K a st a u n f or c o m m e nt s o n t h e m a n u s cri pt. E. B. a n d K. W.
a r e s u p p o rt e d b y N S F G r a nt s N o. P H Y- 1 9 1 2 5 5 0 a n d A S T- 1 8 4 1 3 5 8, N A S A A T P Gr a nt s
N o. 1 7- A T P 1 7- 0 2 2 5 a n d 1 9- A T P 1 9- 0 0 5 1, a n d N S F- X S E D E Gr a nt N o. P H Y- 0 9 0 0 0 3 a n d
B. S. S. i n p art b y N S F Gr a nt N o. P H Y- 1 8 3 6 7 7 9, A S T- 1 7 1 6 3 9 4 a n d A S T- 1 7 0 8 1 4 6. T hi s
r e s e ar c h w a s c o n d u ct e d u si n g c o m p ut ati o n al r e s o u r c e s at t h e M ar yl a n d A d v a n c e d R e s e a r c h
C o m p uti n g C e nt er ( M A R C C). T h e a ut h or s w o ul d li k e t o a c k n o wl e d g e n et w or ki n g s u p p o rt
b y t h e G W v er s e C O S T A cti o n C A 1 6 1 0 4, “ Bl a c k h ol e s, gr a vit ati o n al w a v e s a n d f u n d a m e nt al
p h y si c s. ” We a c k n o wl e d g e s u p p ort fr o m t h e A m al di R e s e ar c h C e nt er f u n d e d b y t h e MI U R
p r o g r a m “ Di p arti m e nt o di E c c ell e n z a ” ( C U P: B 8 1I 1 8 0 0 1 1 7 0 0 0 1).
3. 5 L o w- m a s s bl a c k h ol e f o r m a ti o n s c e n a ri o s
I n t hi s a p p e n di x w e pr e s e nt a s h ort o v er vi e w of f or m ati o n s c e n ari o s t h at c o ul d pr o d u c e B H s
i n t h e m a s s r a n g e ∼ [ 1 − 3] M ⊙ .
S u p e r n o v a e. O n e p o s si bilit y t o pr o d u c e l o w- m a s s B H s i s t hr o u g h s u p er n o v a e x pl o si o n. If
t h e e x pl o si o n i s dri v e n b y r a pi dl y gr o wi n g i n st a biliti e s wit h ti m e s c al e of 1 0 − 2 0 m s, it i s
e x p e ct e d t o f or m B H s wit h m a s s e s > 5 M ⊙ . H o w e v er, i n st a biliti e s m a y d e v el o p o v er a l o n g er
(> 2 0 0 m s) ti m e s c al e s a n d l e a d t o l o w er m a s s r e m n a nt s [ 2 1 3 ]. I n b ot h c a s e s, g r a vit ati o n al
c oll a p s e c o ul d pr o d u c e B H s c o m p ati bl e wit h t h e m a s s r a n g e c o n si d er e d i n t hi s p a p er.
A c c r eti o n -i n d u c e d c oll a p s e. A s e c o n d p o s si bilit y i s t h at N S s m a y g ai n m a s s t hr o u g h
a c cr eti o n a n d c oll a p s e t o l o w- m a s s B H s [ 2 1 4 , 2 1 5 , 2 1 6 , 2 1 7 ]. Gi v e n c u rr e nt u n c ert ai nti e s
o n t h e m a xi m u m N S m a s s, it i s n ot cl e ar h o w t o di sti n g ui s h l o w- m a s s B H s f o r m e d i n
a c cr eti o n-i n d u c e d c oll a p s e fr o m t h o s e f or m e d i n ot h er c h a n n el s.
Hi e r a r c hi c al m e r g e r s. T h e hi er ar c hi c al m er g er of B H s i n d e n s e e n vir o n m e nt s i s a p o s si bl e
c h a n n el t o f or m t h e h e a vi e st B H s o b s e r v e d b y LI G O a n d Vir g o [ 2 1 8 , 2 1 9 , 2 2 0 ]. Si mil arl y,
t h e r e m n a nt B H s pr o d u c e d b y a B N S m er g er s h o ul d oft e n h a v e m a s s e s b el o w 3 M ⊙ a n d
t h e y c o ul d m e r g e a g ai n i n d e n s e st ell ar e n vir o n m e nt s, f or mi n g B H N S bi n ari e s wit h l o w- m a s s
B H s vi a d y n a mi c al i nt er a cti o n s [ 2 2 1 ] ( cf. [2 2 2 ] f o r c a v e at s o n t h e r at e s). A n alt er n ati v e
s c e n ari o i n v ol v e s 2 + 2 q u a d r u pl e s y st e m s, i. e. wi d e bi n ar y s y st e m s i n w hi c h e a c h c o m p o n e nt
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Fi g ur e 3. 5: R e c o n str u ct e d pr o b a bilit y d e n sit y f u n cti o n s of t h e p ar a m et er F a s s u mi n g
N o b s = 6 0 o b s er v ati o n s wit h a s e c o n d- g e n er ati o n d et e ct or n et w or k ( H L V). H er e w e l o o k
at t h e m o st p e s si mi sti c s c e n ari o w h er e w e i nj e ct a n A L F 2 p o p ul ati o n i nt o a B a y e si a n
fr a m e w or k tr ai n e d wit h t h e A P R 4 E O S, a n d w e f o c u s o n t h e t w o e xtr e m e c a s e s: a p ur e
B N S - D G p o p ul ati o n ( F = 0, bl u e) a n d a p u r e B H N S - U p o p ul ati o n ( F = 1, r e d).
i s it s elf a bi n ar y [ 2 2 3].
P B H s. C urr e nt o b s er v ati o n al c o n str ai nt s o n t h e P B H a b u n d a n c e fr o m mi cr ol e n si n g i n di c at e
t h at t h ei r m a s s fr a cti o n c o m p ar e d t o d ar k m att e r m a y b e a s l ar g e a s f P B H ≲ 1 0 % [ 1 8 0 ]. If
t hi s b o u n d i s s at ur at e d, a n d w e a s s u m e t h at t h e cr o s s s e cti o n f or t h e d y n a mi c al c a pt ur e
of a N S a n d a B H of si mil ar m a s s ar e c o m p ar a bl e (t hi s i s r e a s o n a bl e, si n c e t h e p r o c e s s i s
d o mi n at e d b y G W e mi s si o n [ 2 2 4 ]), t h e n t h e m er g er r at e of B H N S s m a y b e e v e n l ar g er t h a n
t h e m e r g e r r at e of d y n a mi c all y f or m e d B N S s [ 1 3 8].
P B H c a pt u r e s. A n ot h er p o s si bilit y i s t h at N S s, w hit e d w a rf s or e v e n m ai n s e q u e n c e st ar s
c o ul d c a pt ur e mi ni P B H s wit h M B H ≪ 1 M ⊙ . E ffi ci e nt a c cr eti o n fr o m t h e st ar c o ul d t h e n
i n c r e a s e t h e P B H m a s s u p t o ∼ 1 − 3 M ⊙ [2 2 5 , 2 2 6 ]. H o w e v e r, it i s still n ot cl e ar w hi c h
fr a cti o n of N S s c o ul d s ur vi v e t hi s pr o c e s s t o f or m a b o u n d B H N S s y st e m [ 2 2 5].
D a r k m att e r c o r e s. It h a s b e e n s p e c ul at e d t h at a s y m m etri c d ar k m att er c o ul d a c c u m ul at e
wit hi n t h e N S c or e s t hr o u g h n u cl e o n s c att e ri n g, a n d e v e nt u all y f or m a B H s e e d [ 2 2 7 , 2 2 8 , 2 2 9 ],
p r o vi di n g y et a n ot h er p o s si bilit y f or c o n v e rti n g a N S t o a B H of si mil ar m a s s.
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- I M R P h e n o m N S B H
- I M R P h e n o m P v 2_ N R Ti d al
Fi g ur e 3. 6: Pr o b a bilit y di stri b uti o n of F o bt ai n e d b y i nj e cti n g 1 0 o b s er v ati o n s w h e r e ti d al
di s r u pti o n o c c u r s, a s d et er mi n e d b y i m p o si n g q < Q D (C , χ) ( cf. E q. ( 2) of R ef. [ 1 4 ]). We
si m ul at e o ur bi n ari e s u si n g eit h er t h e I M R P h e n o m P v 2 N R T i d a l ( r e d) o r t h e P h e n o m N S B H
( bl a c k) w a v ef o r m m o d el s, u si n g t h e A L F 2 E O S a n d t h e C E + E T d et e ct or n et w or k. All o wi n g
f or ti d al di sr u pti o n d o e s n ot si g ni fi c a ntl y c h a n g e t h e di stri b uti o n s i nf er r e d i n t h e ri g ht p a n el
of Fi g. 3. 4.
3. 6 E O S s y s t e m a ti c s
U n c ert ai nti e s i n t h e N S E O S c a n a ff e ct o u r a bilit y t o di sti n g ui s h B H N S f r o m B N S s y st e m s. I n
t hi s a p p e n di x w e f o c u s o n t h e m o st p e s si mi sti c s c e n ari o c o m p ati bl e wit h c u rr e nt o b s er v ati o n s,
a n d w e a n al y z e 6 0 d et e cti o n s wit h t h e H L V n et w or k t o e sti m at e t h e w or st- c a s e i m p a ct of
E O S u n c ert ai nti e s o n o ur r e s ult s.
We i nj e ct G W o b s er v ati o n s of bi n a ri e s m o d ell e d wit h t h e A L F 2 E O S a n d di ff er e nt v al u e s of
t h e mi xi n g p ar a m et er F i nt o t h e B a y e si a n fr a m e w or k tr ai n e d wit h A P R 4. W h e n w e i nj e ct
p u r el y B N S bi n ari e s ( bl u e c u r v e i n Fi g. 3. 5) w e c orr e ctl y r e c o v er t h e e x p e ct e d fr a cti o n of
B N S / B H N S, i. e. F = 0. O n t h e ot h e r h a n d, w h e n w e i nj e ct p ur el y B H N S s y st e m s ( r e d
di stri b uti o n i n Fi g. 3. 5) w e o bt ai n i n c o n si st e nt r e s ult s, i. e. t h e p o st eri or pr o b a bilit y of F
p e a k s ar o u n d t h e wr o n g e sti m at e. T hi s i s b e c a u s e t h e A L F 2 E O S yi el d s l ar g e v al u e s of t h e
ti d al d ef or m a bilit y ˜︁Λ r el ati v e t o A P R 4, a n d t h er ef or e t h e o b s er v e d e v e nt s ar e mi si nt er pr et e d
a s B N S s w h e n t h e y w o ul d b e i nt er pr et e d a s B H N S wit h t h e “ c orr e ct ” a s s u m pti o n o n t h e
E O S.
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Vi c e v e r s a, w e c a n i nj e ct o b s er v ati o n s of bi n ari e s m o d ell e d wit h A P R 4 i nt o a B a y e si a n
fr a m e w or k tr ai n e d wit h A L F 2. I n t hi s c a s e, w h e n w e i nj e ct a p u r e- B H N S p o p ul ati o n w e c a n
c o r r e ctl y r e c o v er it a s s u c h, b e c a u s e A P R 4 yi el d s v al u e s of ˜︁Λ w hi c h a r e g e n er all y s m all er
t h a n t h o s e d eri v e d u si n g A L F 2. H o w e v er, w h e n w e i nj e ct B N S s y st e m s t h e a p pr o a c h l e a d s
t o t h e w r o n g r e c o n str u cti o n.
I n s u m m a r y, E O S u n c ert ai nti e s c a n dr a m ati c all y a ff e ct t h e i nf er e n c e i n t h e w or st- c a s e
s c e n ari o w h e r e w e u s e t h e sti ff e st E O S t o r e c o v er a st r o p h y si c al s y st e m s t h at c or r e s p o n d
t o t h e s oft e st E O S, or vi c e v er s a. We e x p e ct t h e u n c ert ai nt y i n t h e E O S t o r e d u c e
si g ni fi c a ntl y t hr o u g h el e ctr o m a g n eti c a n d G W o b s er v ati o n s w ell b ef or e t hir d- g e n er ati o n
d et e ct or s b e c o m e o p er ati o n al. A m or e r e ali sti c B a y e si a n a n al y si s s h o ul d r e c o n st r u ct t h e
E O S a n d t h e p o p ul ati o n fr a cti o n si m ult a n e o u sl y. We pl a n t o a d dr e s s t hi s pr o bl e m i n f ut u r e
w o r k.
3. 7 Ti d al di s r u p ti o n
Ti d al di sr u pti o n c a n a ff e ct t h e m er g er d y n a mi c s. I n v e sti g ati o n s of B H N S m e r g e r s i n
n u m eri c al r el ati vit y h a v e s h o w n t h at t h e o c c urr e n c e a n d n at ur e of ti d al di sr u pti o n d e p e n d s,
i n g e n e r al, o n t h e bi n a r y p ar a m et er s, a n d i n p arti c ul ar o n t h e B H s pi n, t h e a d o pt e d E O S
m o d el, a n d t h e bi n ar y m a s s r ati o ( cf. [ 1 4 , 2 0 2 ]). Ti d al di sr u pti o n i s a c h ar a ct eri sti c si g n at ur e
of t h e pr e s e n c e of a B H i n t h e bi n ar y, b e c a u s e it t y pi c all y pr o d u c e s a s h ar p fr e q u e n c y c ut o ff
i n t h e G W si g n al [ 2 3 0]. Fr o m t h e pr e s e n c e of s u c h a c ut o ff (if d et e ct a bl e) w e c a n c o n cl u d e
t h at o n e of t h e m er gi n g o bj e ct s i s a B H [ 2 0 4, 2 0 5].
I n m o st of o u r w or k w e h a v e f o c u s e d o n s y st e m s w h er e ti d al di sr u pti o n d o e s n ot o c c ur i n t h e
s e n siti v e fr e q u e n c y b a n d of t h e d et e ct or s. T hi s i s a c o n s er v ati v e c h oi c e, i n t h e s e n s e t h at o ur
m et h o d d o e s n ot r el y o n t h e a d diti o n al i nf or m ati o n pr o vi d e d b y ti d al di sr u pti o n. T o c h e c k
t h at ti d al- di sr u pti o n e ff e ct s w o ul d n ot si g ni fi c a ntl y a ff e ct o u r c o n cl u si o n s, w e h a v e c o m p ut e d
t h e p o st e ri or pr o b a bilit y di stri b uti o n of F o bt ai n e d u si n g i nj e cti o n s i n w hi c h di sr u pti v e
m er g er s c a n o c c ur. U si n g t h e crit eri o n i n E q. ( 2) of [ 1 4 ], t hi s c o rr e s p o n d s t o bi n ari e s wit h
q < Q D (C , χ), w h e r e q = M B H / M N S i s t h e bi n a r y m a s s r ati o, C = M N S / R N S i s t h e N S
c o m p a ct n e s s, a n d χ i s t h e di m e n si o nl e s s B H s pi n. I n Fi g. 3. 6 w e c o m p ar e r e s ult s o bt ai n e d
u si n g t h e I M R P h e n o m N S B H m o d el [ 2 0 3 ] ( bl a c k li n e), w hi c h all o w s f or ti d al di sr u pti o n, a g ai n st
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t h e r e s ult s i n ri g ht p a n el of Fi g. 3. 4 (r e d li n e). O ur m ai n c o n cl u si o n s ar e cl e arl y u n a ff e ct e d.
4 0
C h a p t e r 4
G r a vi t a ti o n al w a v e p o p ul a ti o n
i nf e r e n c e wi t h d e e p fl o w- b a s e d
g e n e r a ti v e n e t w o r k
We c o m bi n e hi e r a r c hi c al B a y e si a n m o d eli n g wit h a fl o w- b a s e d d e e p g e n er ati v e n et w or k, i n
or d er t o d e m o n str at e t h at o n e c a n e ffi ci e ntl y c o n str ai nt n u m eri c al gr a vit ati o n al w a v e ( G W)
p o p ul ati o n m o d el s at a pr e vi o u sl y i ntr a ct a bl e c o m pl e xit y. E xi sti n g t e c h ni q u e s f or c o m p ari n g
d at a t o si m ul ati o n, s u c h a s di s cr et e m o d el s el e cti o n a n d G a u s si a n pr o c e s s r e gr e s si o n, c a n o nl y
b e a p pli e d e ffi ci e ntl y t o m o d er at e- di m e n si o n d at a. T hi s li mit s t h e n u m b er of o b s er v a bl e ( e. g.
c hir p m a s s, s pi n s.) a n d h y p er- p ar a m et er s ( e. g. c o m m o n e n v el o p e e ffi ci e n c y) o n e c a n u s e i n a
p o p ul ati o n i nf er e n c e. I n t hi s st u d y, w e tr ai n a n et w or k t o e m ul at e a p h e n o m e n ol o gi c al m o d el
wit h 6 o b s e r v a bl e s a n d 4 h y p er- p a r a m et er s, u s e it t o i nf er t h e pr o p erti e s of a si m ul at e d
c at al o g u e a n d c o m p ar e t h e r e s ult s t o u si n g a p h e n o m e n ol o gi c al m o d el. We fi n d t h at a
1 0-l a y er n et w or k c a n e m ul at e t h e p h e n o m e n ol o gi c al m o d el a c c u r at el y a n d e ffi ci e ntl y. O ur
m a c hi n e e n a bl e s si m ul ati o n- b a s e d G W p o p ul ati o n i nf er e n c e s t o t a k e o n d at a at a n e w
c o m pl e xit y l e v el.
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4. 1 I n t r o d u c ti o n
Si n c e t h e di s c o v er y of gr a vit ati o n al w a v e s ( G W s) [ 2 1 ], G W e v e nt s ar e b ei n g d et e ct e d
r o uti n el y at a n a c c el e r ati n g p a c e. B y t h e e n d of t h e t hir d o b s er v ati o n al r u n ( O 3) of t h e
gr o u n d- b a s e d G W d et e ct or n et w or k, w hi c h will e n d o n 3 1 A pril 2 0 2 0, o n e c a n a nti ci p at e ∼ 6 0
d et e ct e d e v e nt s i n t ot al. T h e L a s er I nt erf er o m et er Gr a vit ati o n al- W a v e O b s e r v at o r y ( LI G O)
i s e x p e ct e d t o o p er at e at it s d e si g n s e n siti vit y i n l at e 2 0 2 1, w hi c h will d et e ct ∼ 1 0 0 e v e nt s p er
y e a r [ 3 7 ]. A n d wit h t h e pl a n n e d A + u p gr a d e, w e will d et e ct h u n dr e d s t o a t h o u s a n d e v e nt s
p er y e ar [ 2 3 1 ]. Wit h t h e gr o wi n g G W c at al o g u e, t h e f o c u s of gr a vit ati o n al w a v e a str o p h y si c s
will r a pi dl y s hift t o w ar d st u d yi n g t h e p o p ul ati o n of G W e v e nt s [ 1 8 1 , 2 3 2 ]. T h e p o p ul ati o n
of G W e v e nt s o ff er s a u ni q u e wi n d o w i nt o a pl et h or a of p h y si c s, i n cl u di n g f u n d a m e nt al
p h y si c s s u c h a s m o di fi c ati o n s t o g e n er al r el ati vit y ( G R) [ 2 3 3 ], t h e e x p a n si o n r at e of t h e
u ni v er s e [ 4 5 ], a n d a str o p h y si c s r el at e d t o t h e pr o g e nit or of t h e bi n ari e s [2 3 4 , 2 3 5 , 2 3 6 , 2 3 7 ].
T h e g r o wi n g c at al o g u e of st ell a r- m a s s c o m p a ct bi n ar y s y st e m s d et e ct e d b y G W s o ff er s
b ur g e o ni n g i n si g ht s t o t h e p h y si c s g o v er ni n g t h eir e v ol uti o n. At t h e s a m e ti m e, it s i n cr e a si n g
c o m pl e xit y d e m a n d s m or e s o p hi sti c at e d m o d eli n g a n d d at a a n al y si s t e c h ni q u e s.
C u r r e nt st at e- of-t h e- a rt G W a n al y s e s e m pl o y p h e n o m e n ol o gi c al p ar a m etri c m o d el s t o
d e s cri b e t h e G W p o p ul ati o n [ 2 3 8 , 2 3 9 , 2 4 0 , 2 4 1 , 2 4 2 ]. T hi s i s a d v a nt a g e o u s f or it s si m pli cit y
a n d a g n o sti c t o p h y si c al a s s u m pti o n s. O n t h e ot h er h a n d, it c a n n ot pr o vi d e m u c h p h y si c al
i n si g ht di r e ctl y pr e ci s el y b e c a u s e of t h e s a m e r e a s o n. Alt er n ati v el y, t h er e ar e si m ul ati o n s
w hi c h cr e at e s y nt h eti c p o p ul ati o n s of G W e v e nt s b a s e d o n s o m e p h y si c al a s s u m pti o n s
w hi c h ar e c h a r a ct e ri z e d b y a s et of p ar a m et e r s, s u c h a s t h e m et alli cit y of t h e e n vir o n m e nt
[2 4 3 ] o r t h e e s c a p e s p e e d of t h e st ell a r cl u st er i n w hi c h t h e G W- e mitti n g bi n ar y r e si d e s
[2 4 4 ]. O n e c a n i n pri n ci pl e c o m p ar e t h e si m ul ati o n r e s ult s t o t h e d at a a n d o bt ai n dir e ct
c o n str ai nt s o n t h e s e p h y si c al p ar a m et er s. T hi s i s oft e n d o n e b y c al c ul ati n g t h e B a y e s f a ct or
b et w e e n m o d el s wit h di ff er e nt p ar a m et er s u n d er t h e s a m e p ar a m et eri z ati o n [ 2 4 5 , 2 4 6 , 2 4 7 ].
I n p r a cti c e, t h e si m ul ati o n- b a s e d a p p r o a c h h a s a n o b vi o u s di s a d v a nt a g e — si m ul ati o n s ar e
oft e n c o m p ut ati o n all y h e a v y. O bt ai ni n g c o n st r ai nt s o n t h e p h y si c al p ar a m et e r s r e q uir e s
g o o d s a m pli n g i n t h e p ar a m et e r s p a c e of i nt er e st, w hi c h i n t ur n w o ul d r e q uir e a si m ul ati o n
o n e a c h s a m pl e p oi nt, a n d t h e h e a v y c o m p ut ati o n al l o a d of e a c h si m ul ati o n b a si c all y r e n d e r s
t hi s t h o r o u g h s a m pli n g i m p r a cti c al.
T h e r e a r e r e c e nt d e v el o p m e nt s i n cir c u m v e nti n g t hi s t e c h ni c al di ffi c ult y b y cr e ati n g a n
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e m ul at or of t h e si m ul ati o n s wit h m a c hi n e l e ar ni n g t e c h ni q u e s [ 1 9 0 , 1 9 1 ]. T h e y e m ul at e t h e
o ut p ut of t h e si m ul ati o n s wit h G a u s si a n pr o c e s s r e g r e s si o n ( G P R) a n d pri n ci p al c o m p o n e nt
a n al y si s ( P C A) wit h o ut g oi n g t hr o u g h t h e s o p hi sti c at e d si m ul ati o n s, h e n c e g ai ni n g e n o u g h
s p e e d u p s o t h at t h e e m ul at or c a n b e u s e d i n t h e p o p ul ati o n i nf e r e n c e. D e s pit e t h e n o v elt y
d e m o n st r at e d i n pr e vi o u s st u di e s, t hi s e xi sti n g m et h o d h a s a f e w li mit ati o n s:
i. D at a wit h hi g h c o m pl e xit y, s u c h a s si m ul ati o n s p ar a m et eri z e d b y a l ar g e n u m b er of
h y p er- p ar a m et er s, will r e q uir e a d e c e nt n u m b er of tr ai ni n g si m ul ati o n s t o r e a c h a gi v e n
a c c ur a c y. Si n c e t h e m a c hi n e i s r u n ni n g G a u s si a n pr o c e s s e s o n e v er y p ri n ci p al c o m p o n e nt
( P C) t h at c h ar a ct eri z e t h e e ntir e s et of si m ul ati o n s, w hi c h t h e n u m b er s c al e s r o u g hl y li n e arl y
wit h t h e n u m b er of si m ul ati o n s, t h e G P R- P C A m a c hi n e b e c o m e s pr o gr e s si v el y i n e ffi ci e nt i n
e m ul ati n g si m ul ati o n s a s t h e c o m pl e xit y of t h e s et of si m ul ati o n s i n cr e a s e s 1 . Al s o, P C A i s
u s e d t o c o m pr e s s t h e di m e n si o n of t h e tr ai ni n g d at a i n or d er t o r e d u c e t h e c o m p ut ati o n al
l o a d, w hi c h m e a n s t h er e i s a n i n e vit a bl e l o s s of i nf or m ati o n.
ii. A s m e nti o n e d i n t h e fir st p oi nt, t h e c o m p ut ati o n al l o a d of a G P R- P C A m a c hi n e s c al e s
li n e arl y wit h t h e n u m b er of P C s aft er t h e c o m pr e s si o n. If o n e w a nt s t o m ai nt ai n t h e s a m e
s p e e d of t h e m a c hi n e, m or e P C s n e e d t o b e di s c ar d e d, w hi c h d e gr a d e s t h e q u alit y of t h e
i nt er p ol ati o n a n d p ot e nti all y i ntr o d u c e s bi a s i nt o t h e fi n al r e s ult. A n ot h er i s s u e i s t h at
t h e e xi sti n g m a c hi n e s u s e hi st o gr a m s t o e sti m at e t h e p r o b a bilit y d e n sit y f u n cti o n of t h eir
o b s er v a bl e s p a c e, w hi c h m e a n s t h eir e sti m at e of t h e p r o b a bilit y d e n sit y i s bi n ni n g- d e p e n d e nt.
iii. M o r e o v e r, t h e m e m o r y r e q uir e m e nt f or a hi st o gr a m i n cr e a s e s g e o m et ri c all y wit h t h e
di m e n si o n of t h e pr o bl e m. F or e x a m pl e, w e w a nt t o h a v e 6 o b s er v a bl e s i n o ur pr o bl e m,
a n d w e c h o o s e t o bi n o ur o b s er v a bl e s i nt o 3 0 bi n s i n e a c h o b s er v a bl e a xi s. A s s u mi n g w e
u s e f l o a t 3 2 t o st or e t h e hi st o gr a m s w hi c h w e u s e t o tr ai n t h e m a c hi n e, a n d w e h a v e 1 0 0 0
si m ul ati o n s, t h e n t h e si z e of t h e tr ai ni n g d at a t o b e l o a d e d i n m e m or y will b e ∼ 2 .5 T B ,
w hi c h i s n ot a v ail a bl e o n m o st c o m p ut er cl u st er. T h er ef or e t h e e xi sti n g m a c hi n e c a n n ot b e
e a sil y g e n er ali z e d t o hi g h er- di m e n si o n al pr o bl e m s.
I n t hi s w o r k, w e d e m o n str at e t h e t e c h ni q u e of n or m ali zi n g fl o w s ( a t y p e of fl o w- b a s e d
g e n er ati v e m o d el) c a n o v er c o m e t h e s e di ffi c ulti e s, h e n c e i m pr o vi n g t h e e ffi ci e n c y a n d a c c ur a c y
of si m ul ati o n- b a s e d G W p o p ul ati o n i nf e r e n c e. M or e s p e ci fi c all y, w e u s e a n or m ali zi n g fl o w
1 T h e m o r e c o m pl e x t h e si m ul a ti o n s a r e, t h e h a r d e r i t i s t o c o m p r e s s t h e e nti r e s e t of si m ul a ti o n s t o t h e
s a m e n u m b e r of p ri n ci p al c o m p o n e nt s.
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n et w o r k t o e m ul at e t h e li k eli h o o d i n a Hi e r ar c hi c al B a y e si a n A n al y si s ( H B A) f r a m e w or k.
T h e fi el d of d e e p l e ar ni n g i s g r o wi n g e x p o n e nti all y d u e t o a d v a n c e m e nt s i n v a ri o u s fi el d s:
i n n o v ati o n s o n t h e t o pi c of n e ur al n et w or k s [2 4 8 , 2 4 9 ], i n c r e a si n gl y p o w erf ul h ar d w ar e
[2 5 0 , 2 5 1 ], d e v el o p m e nt of o p e n s o ur c e g e n er al p ur p o s e d e e p l e ar ni n g li br ari e s [2 5 2 , 2 5 3 ],
et c. T h e s e a d v a n c e m e nt s l o w er t h e b arri er t o a p pl y d e e p l e ar ni n g t e c h ni q u e s t o pr o bl e m s
i n ot h er fi el d s. I n p arti c ul ar, t h e a str o n o m y a n d a str o p h y si c s c o m m u nit y h a s a p pli e d d e e p
l e a r ni n g t e c h ni q u e s i n v ari o u s a s p e ct s, i n cl u di n g si g n al d et e cti o n [2 5 4 , 2 5 5 , 2 5 6 , 2 5 7 , 2 5 8 ],
i nf e r e n c e [2 5 9 , 2 6 0 , 2 6 1 , 2 6 2 ] a n d si m ul ati o n s [2 6 3 ]. D e e p l e ar ni n g t e c h ni q u e s oft e n o ff er
m or e fl e xi bl e a n d m u c h f a st er s ol uti o n s c o m p ar e d t o t r a diti o n al m et h o d s. N o r m ali zi n g- fl o w s
m o d el s r el y o n u si n g a s eri e s of si m pl e i n v erti bl e tr a n sf or m ati o n s t o m a p a c o m pli c at e d
di stri b uti o n ( u s u all y t h e d at a o b s er v e d) t o a si m pl e o n e ( e. g. a m ulti v ari at e G a u s si a n). T hi s
s p e ci fi c f o r m ul ati o n c a n pr o vi d e a n e sti m at e of t h e l o g- pr o b a bilit y f or a gi v e n d at a- p oi nt i n
t h e ori gi n al di stri b uti o n. T h e y c a n t h er ef or e b e u s e d f or d e n sit y e sti m ati o n, s e e f or i n st a n c e
[ 2 6 4].
T hi s p a p e r i s str u ct ur e d a s f oll o w: I n s e cti o n 4. 2, e d e s cri b e t h e s p e ci fi c pr o bl e m of G W
p o p ul ati o n i nf er e n c e a n d r e vi e w t h e H B A fr a m e w or k. I n s e cti o n 4. 3, w e r e vi e w t h e b a si c s
of n or m ali zi n g fl o w s, l a y o ut t h e ar c hit e ct ur e of o ur n et w or k. I n s e cti o n 4. 4, w e pr e s e nt o ur
d at a a n d r e s ult s. I n s e cti o n 4. 5, w e di s c u s s pr o s p e ct s of t hi s w or k.
4. 2 Hi e r a r c hi c al B a y e si a n i nf e r e n c e
I n t hi s s e cti o n, w e s u m m a ri z e t h e s ali e nt p oi nt s of Hi e r ar c hi c al B a y e si a n i nf er e n c e a n d
cl arif y o ur o bj e cti v e. We r ef e r i nt er e st e d r e a d e r s t o m or e d et ail e d e x pl a n ati o n s i n t h e
lit er at ur e [7 7 , 2 6 5 , 2 6 6 ]. G W d at a i s u s u all y gi v e n a s a ti m e s e ri e s wit h s o m e c h ar a ct eri sti c
w a v ef o r m. I n o r d er t o e xtr a ct p h y si c al q u a ntiti e s fr o m t h e ti m e s e ri e s, s u c h a s m a s s e s
a n d s pi n s of a G W- e mitti n g bi n ar y, o n e oft e n a d o pt s a p ar a m et er e sti m ati o n p r o c e s s wit h
B a y e si a n i nf er e n c e [ 8 5 ]. Gi v e n s o m e d at a d , t h e p o st eri o r pr o b a bilit y of t h e si g n al b ei n g a n
a str o p h y si c al s o ur c e wit h p ar a m et er s θ i s gi v e n b y p (θ |d ) ∝ p (d |θ )p (θ ), w h er e p (d |θ ) i s t h e
li k eli h o o d of o b s er vi n g t h e d at a gi v e n o ur m o d el of t h e a str o p h y si c al si g n al a n d d et e ct or, a n d
p (θ ) i s t h e p ri or w e a s s u m e o n t h e s o ur c e p ar a m et e r s. T h e pri or e n c o d e s o ur i nt uiti o n o n
t h e u n d erl yi n g p h y si c s (f or e x a m pl e, m a s s s h o ul d n ot b e n e g ati v e), a n d pl a y s a n i m p ort a nt
r ol e i n i nt er pr eti n g t h e r e s ult [ 2 6 7, 2 6 8].
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A hi e r a r c hi c al a n al y si s p ar a m et eri z e s t h e p ri or u s e d i n p ar a m et er e sti m ati o n of a G W
e v e nt wit h s o m e h y p e r- p a r a m et e r s λ , s o t h at w e c a n i nf e r t h e tr u e h y p er- p ar a m et er s b y
m ar gi n ali si n g o v er t h e e v e nt p ar a m et er s,
p (λ |d ) =
p (λ )
˜︁
p (d |θ )p (θ |λ )d θ
p (d )
. ( 4. 1)
T h e t e r m p ( d |θ ) i s t h e si n gl e e v e nt li k eli h o o d, w h er e a s p (λ ) i s n o w a p ri or o n t h e h y p er-
p ar a m et er. p (θ |λ ) i s t h e p o p ul ati o n li k eli h o o d . F or cl arit y, w e d e n ot e t h e p ar a m et er s w hi c h
d e s c ri b e t h e i n di vi d u al G W e v e nt pr o p erti e s a s e v e nt p a r a m et e r s , θ , a n d t h e p ar a m et er s
w hi c h d e s cri b e t h e e ntir e s et of e v e nt s a s p o p ul ati o n p a r a m et e r s , λ . A s a n e x a m pl e, i n st u di e s
w hi c h t a k e t h e r o ut e of e m pl o yi n g p h e n o m e n ol o gi c al m o d el s, p (θ |λ ) c o ul d b e a p o w e r l a w
i n m a s s, w h er e t h e s p e ctr al i n d e x α i s t h e p o p ul ati o n p ar a m et er a n d t h e m a s s m i s t h e
e v e nt p ar a m et er, i. e. p (m |α ) ∼ m α . I n c o ntr a st, a si m ul ati o n- b a s e d m o d el oft e n p r o vi d e s
a s y nt h eti c c at al o g u e of G W e v e nt, i n st e a d of a n a n al yti c al e x pr e s si o n of t h e p o p ul ati o n
li k eli h o o d. T h e o bj e cti v e of t hi s st u d y i s t o fi n d a n e ffi ci e nt w a y t o c o n str u ct a n e m ul at or
of t h e p o p ul ati o n li k eli h o o d p (θ |λ ) gi v e n a s et of G W c at al o g u e g e n er at e d b y n u m e ri c al
si m ul ati o n s, s o w e c a n t h e n u s e t h e e m ul at or i n e q. ( 6. 1 1) t o c o m p ut e t h e p o p ul ati o n
p o st eri o r.
F o r a s et of e v e nt s w hi c h ar e dr a w n i n d e p e n d e ntl y fr o m t h e s a m e u n d erl yi n g p o p ul a-
ti o n, a n d if t h e p a r a m et er e sti m ati o n of di ff er e nt a str o p h y si c al e v e nt s i s n ot c orr el at e d (i. e.
t h e si g n al ar e n ot o v erl a p pi n g), t h e li k eli h o o d of o b s er vi n g t h at p arti c ul a r s et of e v e nt s c a n
b e f a ct o ri z e d i nt o t h e pr o d u ct of t h e i n di vi d u al e v e nt li k eli h o o d s,
p (d |λ ) =
˜︁
p (d | {θ } )p ({ θ }| λ )d { θ } ( 4. 2)
=
N o b s∫︂
i= 1
˜︁
p (d i |θ i )p (θ i |λ )d θ i . ( 4. 3)
N ot e t h at d i n E q.( 4. 2) i s t h e e ntir e ti m e s eri e s o b s er v e d b y LI G O, w hil e d i i s E q. ( 4. 3)
r ef e r s t o t h e s e g m e nt w hi c h c o nt ai n s t h e e v e nt c h ar a ct eri z e d b y θ i. T h e t er m p ( d i |θ i) i s
u s u all y r e writt e n a s p (θ i |d ) p ( d i)/ p ( θ i) u si n g B a y e s’ t h e or e m. C o m bi ni n g E q. ( 6. 1 1) a n d
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E q. ( 4. 3), w e o bt ai n t h e p o p ul ati o n p o st eri or,
p (λ |d ) = p (λ )
N o b s˜︁
i= 1
˜︁
p (θ i |d )p (θ i |λ )
p (θ i )
d θ i . ( 4. 4)
T h e e v e nt p o st eri or P D F p (θ i |d ) i s oft e n gi v e n i n t h e f or m of S di s cr et e s a m pl e s b y a p ar a m-
et e r e sti m ati o n pr o c e s s [ 1 9 7 , 2 6 9 ]. We c a n n o w m a k e u s e of t h e p o st eri or s a m pl e s pr o d u c e d
b y a s e p a r at e p ar a m et er e sti m ati o n pi p eli n e, t h u s a v oi di n g u n n e c e s s ar y r e- c o m p ut ati o n of
e sti m ati n g p (d |θ ) a n d r e d u ci n g t h e c o m p ut ati o n l o a d f or e a c h p o p ul ati o n i nf er e n c e r u n
si g ni fi c a ntl y. T h e i nt e gr al i n E q. ( 4. 4) i s e s s e nti all y t h e e x p e ct ati o n v al u e of t h e pri or-
r e w ei g ht e d p o p ul ati o n li k eli h o o d, w hi c h c a n b e t ur n e d i nt o a di s cr et e s u m o v er t h e e v e nt
p o st eri o r P D F s a m pl e s:
p (λ |d ) = p (λ )






p ( j θ i |λ )
p ( j θ i )
, ( 4. 5)
w h e r e j l a b el s t h e j − t h s a m pl e of t h e i− t h e v e nt. O ur m o d el s i n t hi s w or k d o n ot pr e di ct
t h e e v e nt r at e, s o w e al s o l e a v e t h e r at e o ut i n d eri vi n g E q ( 6. 1 7) . Si n c e t h e e v e nt r at e i s
i nt e gr at e d o v er all t h e e v e nt’ s p ar a m et er s, it i s s ol el y a f u n cti o n of t h e h y p e r- p ar a m et er s, s o
t r a diti o n al i nt er p ol ati o n m et h o d s c a n h a n dl e t h e r at e, a n d it c a n b e i n c or p or at e d i nt o t h e
i nf er e n c e m a c hi n e tri vi all y.
P ar a m et er e sti m ati o n of G W e v e nt s c o m e s wit h it s o w n s y st e m ati c s [ 2 7 0 , 2 7 1 , 2 7 2 ] a n d t h e
c o m p ut ati o n i s oft e n q uit e ti m e c o n s u mi n g. I n t h e li mit of hi g h si g n al-t o- n oi s e r ati o ( S N R),
m e a s u r e m e nt u n c e rt ai nti e s ar e n e gli gi bl e a n d t h e i nf err e d p ar a m et er s of a n e v e nt will b e
di stri b ut e d a s a G a u s si a n ar o u n d t h e tr u e v al u e [ 2 7 3 ], wit h st a n d ar d d e vi ati o n i n v er s el y
pr o p orti o n al t o t h e S N R. T o a v oi d c o m pli c ati o n a n d u n n e c e s s a r y u s e of c o m p ut ati o n al
r e s o ur c e s, i n t hi s st u d y w e t a k e t h e hi g h- S N R li mit a n d t r e at t h e m e a s u r e d e v e nt s a s if t h e y
h a d n o m e a s ur e m e nt s y st e m ati c s a n d st ati sti c al u n c ert ai nti e s o n t h e e v e nt p ar a m et er s, i. e.
p ( θ i |d ) = δ ( θ i,t r u e − θ i). T h e n t h e i nt e gr ati o n i n E q. ( 4. 4) will si m pl y pi c k o ut t h e c or r e ct
v al u e, t h er ef or e t h e p o st eri or c a n b e writt e n a s
p (λ |d ) = p (λ )
N o b s˜︁
i= 1
p (θ i |λ ). ( 4. 6)
4 6
C H A P T E R 4.
I n t h e hi g h- S N R li mit, t h e pri or o n e v e nt p ar a m et er s i s irr el e v a nt [ 2 7 3 ] a n d c a n b e tr e at e d
a s a c o n st a nt. U n c ert ai nti e s i n t h e s el e cti o n bi a s e s will pr o p a g at e t h r o u g h t h e a n al y si s
pi p eli n e, r e s ulti n g i n a n a d diti o n al s y st e m ati c err or i n t h e r e s ult w h e n a n al y si n g r e al d at a
[2 7 4 , 2 7 5 ]. I n t hi s p a p er, o ur g o al i s t o d e m o n str at e t h at t hi s d e e p l e ar ni n g t e c h ni q u e
c a n e n a bl e t h e u s e of m or e s o p hi sti c at e d si m ul ati o n s i n p o p ul ati o n i nf er e n c e, a n d w e ar e
g e n er ati n g si m ul at e d d at a f or t hi s p ur p o s e. L e a vi n g t h e s el e cti o n bi a s e s o ut a v oi d s t h e
c o nf u si o n b et w e e n s y st e m ati c fr o m t h e d e e p l e ar ni n g m et h o d a n d i n a c c ur a c y i n t h e s el e cti o n
bi a s e s. We f o c u s h er e o n t h e a bilit y of t h e m o d el t o r e c o v er t h e h y p er- p ar a m et er s λ wit h o ut
c o n si d eri n g t h e e ff e ct of s el e cti o n bi a s e s, s o a n y s y st e m ati c s will b e d u e t o t h e i n a c c ur a c y i n
t h e i nt e r p ol ati o n.
I n r e alit y, t h e u n c ert ai nti e s a n d s y st e m ati c bi a s e s i n e v e nt p ar a m et er e sti m ati o n will pr o p a-
g at e t o t h e p o p ul ati o n i nf er e n c e r e s ult, s m o ot hi n g o ut t h e p o p ul ati o n p o st eri or a n d a d di n g
bi a s e s t o t h e i nf err e d p o p ul ati o n p ar a m et er s. T hi s m e a n s t h at s y st e m ati c bi a s e s i n d u c e d
b y t h e i n a c c ur a c y of o ur i nt e r p ol ati o n m et h o d will b e c o m e l e s s si g ni fi c a nt w h e n w e i n cl u d e
m e a s ur e m e nt u n c ert ai nti e s a n d bi a s e s i n o ur a n al y si s, s o t h e r e s ult s w e pr e s e nt i n t hi s w or k
a r e c o n s e r v ati v e.
4. 3 N o r m ali zi n g fl o w s
A s p o s e d i n s e cti o n 4. 2, t h e c e ntr al pr o bl e m w e ar e tr yi n g t o t a c kl e i n t hi s p a p er i s: Gi v e n
a s et of si m ul at e d c at al o g u e s of G W e v e nt s, wit h e a c h e v e nt c h ar a ct e ri z e d b y a v e ct or of
e v e nt p ar a m et er s θ a n d e a c h c at al o g u e l a b ell e d b y a v e ct or of h y p er- p ar a m et er s λ , c a n w e
c o n str u ct a f u n cti o n t h at c a n a p pr o xi m at e p (θ |λ ) wit h s ati sf yi n g a c c ur a c y, a n d at t h e s a m e
ti m e c a n b e e v al u at e d f a st e n o u g h t o b e u s e d a s t h e p o p ul ati o n li k eli h o o d i n a hi er ar c hi c al
B a y e si a n a n al y si s ?
We a p p r o a c h t hi s q u e sti o n u si n g a c o n diti o n al n e ur al d e n sit y e sti m at or, i n p arti c ul ar a
fl o w- b a s e d g e n e r ati v e ( oft e n r ef er r e d a s n or m ali zi n g fl o w) m o d el. Fl o w- b a s e d g e n er ati v e
m o d el s h a v e b e e n r e c e ntl y d e v el o p e d a n d e x pl or e d i n t h e m a c hi n e-l e ar ni n g c o m m u nit y
[2 6 4 , 2 7 6 , 2 7 7 , 2 7 8 , 2 7 9 , 2 8 0 ]. T hi s f a mil y of m o d el s h a s a u ni q u e p er k c o m p a r e d t o ot h er
n e ur al g e n er ati v e m o d el s. I n a d diti o n t o b ei n g a bl e t o p erf or m g o o d d at a g e n e r ati o n, t h e y
al s o p r o vi d e a n e sti m at e of t h e pr o b a bilit y d e n sit y f u n cti o n of t h e d at a. T hi s m a k e s t hi s
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Fl o w
tr a nsf or m ati o n
Fl o w
tr a nsf or m ati o n
Fi g ur e 4. 1: A n ill u str ati o n of t h e w or ki n g pri n ci pl e of n o r m ali zi n g fl o w. Gi v e n t h e t ar g et
s a m pl e s ( hi st o gr a m i n g r e e n), w h o s e p df w e w a nt t o e sti m at e , w e a p pl y a s eri e s of tr a n s-
f o r m ati o n s t o wr a p a G a u s si a n t o fit t h e t ar g et s a m pl e. Si n c e t h e pr o b a bilit y d e n sit y of
t h e G a u s si a n c a n b e o bt ai n e d tri vi all y, t h e p df of t h e t ar g et ( s h o w n i n bl u e) c a n al s o b e
c o m p ut e d a s l o n g a s t h e tr a n sf or m ati o n s ar e k n o w n. I n t h e c a s e of a n e ur al n et w or k, t h e
tr a n sf or m ati o n i s a s et of p ar a m et e ri z e d f u n cti o n s, w h o s e p ar a m et er s ar e o bt ai n e d d u ri n g
t h e tr ai ni n g of t h e n e ur al n et w or k. F or c o m p ari s o n, w e al s o u s e a G a u s si a n k d e t o e sti m at e
t h e p df gi v e n t h e t ar g et s a m pl e s. W hil e t h e G a u s si a n k d e c a n c a pt ur e t h e bi m o d alit y of t h e
t a r g et, it mi s s e s t h e s h ar p e d g e s of t h e di stri b uti o n. O n t h e ot h er h a n d, t h e n or m ali zi n g
fl o w fr a m e w or k r e pr o d u c e t h e di stri b uti o n wit h e x c ell e nt a c c ur a c y.
f a mil y of m o d el a p erf e ct fit f or o u r t a s k. I n t hi s s e cti o n, w e pr e s e nt t h e g e n er al pri n ci pl e s
b e hi n d t h e m o d el w e e m pl o y.
N o r m ali zi n g fl o w pr o p o s e t o tr a n sf or m a si m pl e d e n sit y ( e. g. a G a u s si a n) z ∼ p z i nt o a
t ar g et, c o m pl e x, d e n sit y (t h e d at a) x ∼ p x . B uil di n g a m o d el t o l e ar n a m a p pi n g g fr o m z t o
x i s a c o m m o n i d e a i n g e n er ati v e m o d el s, a n d s e v e r al m et h o d s h a v e b e e n pr o p o s e d, e. g. u si n g
di s c ri mi n at or n et w or k s ( G e n er ati v e A d v er s ari al N et w or k s, [ 2 4 9 ]), or a p pr o xi m at e i nf er e n c e
( V ari ati o n al A ut o E n c o d er s [ 2 8 1 ]). H o w e v er, t h e s e a p pr o a c h e s d o n’t all o w t o e v al u at e p x , b ut
c a n o nl y g e n er at e n e w d at a t h at mi mi c s p x . O n t h e ot h er h a n d, n or m ali zi n g fl o w [2 7 6 , 2 8 2 ]
pr o p o s e t o u s e a m a p pi n g f u n cti o n g : R d → R d t h at i s i n v erti bl e ( bij e cti v e), wit h a tr a ct a bl e
J a c o bi a n. T hi s will all o w t o l e ar n t h e m a p pi n g u si n g dir e ctl y t h e m a xi m u m li k eli h o o d,
t hr o u g h a c h a n g e of v ari a bl e, wit h w hi c h w e c a n c o m p ut e t h e n or m ali z e d pr o b a bilit y d e n sit y
p x (x ) fr o m p z (z ) w h e n w e u s e a n i n v erti bl e f u n cti o n:













. ( 4. 7)
E q. ( 4. 7) i s tr a ct a bl e a s l o n g a s g i s e a sil y i n v erti bl e a n d t h e d et er mi n a nt of it s J a c o bi a n i s
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e a s y t o c o m p ut e, h e n c e n or m ali zi n g fl o w o nl y r e q uir e a c a r ef ul d e si g n of g . I nt er e sti n gl y, if
t w o f u n cti o n s g 1 a n d g 2 ar e b ot hi n v erti bl e a n d h a v e a tr a ct a bl e J a c o bi a n, t h e c o m p o siti o n
g 1 ◦ g 2 al s o h a s t h e s e pr o p e rti e s. A d diti o n all y, g e n er ati n g n e w d at a x c a n b e d o n e b y
dr a wi n g a s a m pl e z ∼ p z a n d c o m p uti n g t h e v al u e of x t hr o u g h t h e s et of tr a n sf or m s i n t h e
n or m ali zi n g fl o w n et w or k, x = f − 1 (z ) = g (z ). A s writt e n a b o v e, t h e d e n sit y o n a gi v e n d at a
p oi nt x c a n b e c o m p ut e d a s t h e d e n sit y of it s i m a g e f (x ) m ulti pli e d b y t h e d et er mi n a nt of
t h e c o r r e s p o n di n g J a c o bi a n.
I n st e a d of c h o o si n g o n e c o m pli c at e d t r a n sf or m w hi c h m a p s o ur p ri or t o t h e t ar g et d e n sit y
di st ri b uti o n, w e c a n r e stri ct t h e n et w o r k t o u s e a s eri e s of K si m pl e t r a n sf or m s g k , k =
1 , . . . , K, w hi c h a r e i n v erti bl e a n d w h o s e J a c o bi a n s c a n b e e a sil y c al c ul at e d. We c a n t h e n
a p pl y E q. ( 4. 7) r e p e at e dl y t o o bt ai n ar bitr aril y c o m pl e x pr o b a bilit y d e n sit y di stri b uti o n s,
gi v e n e n o u g h n u m b er of tr a n sf or m s. Wit h t h e s eri e s of tr a n sf or m, t h e t ar g et r a n d o m v ari a bl e
a n d it s p r o b a bilit y d e n sit y di stri b uti o n ar e gi v e n b y
z k = g k ◦ · · · ◦ g 1 (z 0 ), ( 4. 8)















. ( 4. 9)
A s a n e x a m pl e, w e c a n n o w e sti m at e t h e pr o b a bilit y d e n sit y i n a r el ati v el y si m pl e di stri b uti o n
s u c h a s a m ulti v ari at e G a u s si a n, t h e n a p pl y E q. ( 4. 9) t o o bt ai n t h e pr o b a bilit y i n t h e
t ar g et di stri b uti o n. Gi v e n t h e tr a n sf o r m ati o n, w e c a n al s o g e n er at e n e w s a m pl e s fr o m t h e
di stri b uti o n b y a p pl yi n g t h e tr a n sf o r m s t o a s et of s a m pl e s fr o m t h e pri or a s w ell.
Fi g u r e 1 1. 1 ill u str at e s t h e e s s e n c e of n or m ali zi n g fl o w. Gi v e n t h e t a r g et s a m pl e s, w e a p pl y
m ulti pl e tr a n sf o r m s t o a o n e- di m e n si o n al G a u s si a n di stri b uti o n t o fit t h e t ar g et 2 . Aft er t w o
t r a n sf or m ati o n s, t h e G a u s si a n pri o r i s w r a p p e d t o fit t h e t ar g et s a m pl e. We al s o i n cl u d e d a
G a u s si a n k er n el d e n sit y e sti m ati o n ( k d e) r e s ult f or c o m p ari s o n. W hil e t h e G a u s si a n k d e
i s mi s si n g t h e s h ar p e d g e s of t h e t ar g et di stri b uti o n, n or m ali zi n g fl o w c a n c a pt ur e t h e s e
f e at ur e s.
C h o o si n g t h e c orr e ct tr a n sf or m ati o n i s c r u ci al t o d e si g ni n g a n e ffi ci e nt n et w or k f or o ur s p e ci fi c
p r o bl e m. B e c a u s e o u r t ar g et i s p (θ |λ ), it i s e s s e nti al t h at o ur n et w or k i s c a p a bl e t o m o d el
c o n diti o n al pr o b a biliti e s. A s p e ci fi c all y d e si g n e d a ut or e gr e s si v e m o d el k n o w n a s M a s k e d
2 We u s e d pl a n a r fl o w d e s c ri b e d i n [ 2 8 3] f o r t h e ill u s t r a ti o n.
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A ut o r e g r e s si v e Fl o w ( M A F) [ 2 6 4 ] t ri vi all y i n c or p or at e s t h e a bilit y t o m o d el c o n diti o n al
pr o b a bilit y. T h er ef or e, w e a d o pt M A F a s t h e ” fl o w ” i n t h e fl o w- b a s e d g e n er ati v e m o d el.
A ut or e gr e s si v e m o d el s [ 2 8 4 , 2 8 5 ] e x p a n d t h e j oi nt d e n sit y of a s et of r a n d o m v a ri a bl e s p (x ) a s
a pr o d u ct of o n e- di m e n si o n al c o n diti o n al s p (x ) =
˜︁
i p (x i |x 1: i− 1 ). A s s u mi n g a s p e ci fi c or d er
of t h o s e r a n d o m v ari a bl e s x = { x 1 ... xD } , t h e i − t h c o n diti o n al pr o b a biliti e s o nl y d e p e n d o n
t h e r a n d o m v ari a bl e s a p p e ari n g pri or t o x i , i. e. p (x i ) = p (x i |x <i ), w hi c h x <i = { x 1 ... xi− 1 } .
Fr o m t h e d e fi niti o n of a n a ut o r e gr e s si v e m o d el, w e c a n u n d er st a n d w h y it n at u r all y e xt e n d s
t o c o n diti o n al pr o b a bilit y m o d eli n g. A s l o n g a s t h e c o n diti o n al v ari a bl e y c o m e s b ef o r e
ot h er r a n d o m v a ri a bl e s, w e c a n writ e t h e c o n diti o n al pr o b a bilit y of o b s er vi n g x gi v e n y a s
p (x |y ) =
˜︁
i
p (x i |x 1: i− 1 , y ), ( 4. 1 0)
w hi c h i s si mil ar t o t h e d e fi niti o n of a n a ut or e gr e s si v e m o d el. T h e m ai n dr a w b a c k of t hi s
a p pr o a c h i s it s s e n siti vit y t o t h e or d er of t h e v ari a bl e s x i . R ef s. [2 6 4 , 2 8 6 ] s h o w t h at s p e ci fi c
a ut o r e g r e s si v e m o d el s c a n b e i nt er p r et e d a s n or m ali zi n g fl o w (i. e. t h e y h a v e tr a ct a bl e
J a c o bi a n a n d ar e i n v erti bl e). U si n g a n a ut or e gr e s si v e m o d el a s n or m ali zi n g fl o w all o w s t o
i n cr e a s e t h e fl e xi bilit y of t h e m o d el w hil e r et ai ni n g a tr a ct a bl e J a c o bi a n, b ut al s o t o m a k e t h e
m o d el m o r e r e sili e nt t o t h e or d e ri n g of v ari a bl e s. M or e s p e ci fi c all y, i n t h e M A F fr a m e w or k,
a C o n diti o n al- M A F si m pl y st a c k s M A D E s f u n cti o n s t h at h a v e b e e n m a d e c o n diti o n al s b y
a d di n g t h e c o n diti o n λ a s a n a d diti o n al i n p ut f or e a c h l a y er. We c a n tr ai n a c o n diti o n al- M A F
n et w o r k t o e m ul at e a gi v e n s et of tr ai ni n g G W s c at al o g u e. O n c e t h e n et w or k i s tr ai n e d, it
c a n b e u s e d a s t h e p o p ul ati o n li k eli h o o d i n E q. ( 6. 1 1).
T h e o nl y di ff er e n c e b et w e e n t h e m o d el d e s cri b e d i n [ 2 6 4 ] a n d t h e m o d el i m pl e m e nt e d i n t hi s
p a p e r ar e t h e si z e of i n p ut l a y er a n d n et w or k- r el at e d h y p er- p ar a m et er s ( s u c h a s t h e n u m b er
of hi d d e n u nit s i n a hi d d e n l a y er). T h er ef or e, w e r ef er i nt er e st e d r e a d er s t o R ef s. [ 2 6 4 ] a n d
[2 8 7 ] f or m or e el a b or at e d d e s cri pti o n of t h e m o d el. We u s e 1 0 2 4 hi d d e n u nit s i n e a c h l a y e r,
a n d w e e x pl or e t w o v ari ati o n s of t hi s m o d el, o n e u si n g 5 fl o w l a y er s a n d t h e ot h er o n e u si n g
1 0 l a y e r s. We fi n d t h e a c c u r a c y of a 1 0-l a y er s n et w or k t o b e s u ffi ci e nt f or o ur p u r p o s e.
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4. 4 V ali d a ti n g a g ai n s t a p h e n o m e n ol o gi c al m o d el
T o d e m o n str at e t h e r o b u st n e s s of o ur d e e p l e ar ni n g i nt e r p ol ati o n m et h o d, w e cr o s s c h e c k
t h e p erf or m a n c e of o u r m a c hi n e a g ai n st a p h e n o m e n ol o gi c al m o d el, f or w hi c h w e c a n writ e
d o w n a n a n al yti c e x pr e s si o n f or p (θ |λ ), t h u s w e c a n u s e t h e m o d el dir e ctl y i n t h e p o p ul ati o n
i nf er e n c e pr o c e s s a n d v ali d at e t h e r e s ult s fr o m t h e n er u al n et w or k. We g e n er at e o ur tr ai ni n g
d at a f r o m t h e a n al yti c al m o d el a n d tr ai n a n et w or k t o i nt er p ol at e t h e m o d el. We u s e t h e
t r ai n e d n et w or k t o e m ul at e p ( θ |λ ) i n a p o p ul ati o n i nf er e n c e a n al y si s, t h e n c o m p ar e t h e
i nf er e n c e r e s ult u si n g t h e n et w or k wit h t h e r e s ult u si n g t h e a n al yti c al m o d el.
We g e n e r at e o ur p o p ul ati o n a c c or di n g t o t h e pr e s cri pti o n s d e s cri b e d i n [ 2 3 2 ]. T h e m o st
g e n er al m o d el f a mil y d e s cri b e d i n [ 2 3 2 ] i n cl u d e s 7 e v e nt p ar a m et er s a n d 1 6 h y p er- p ar a m et er s.
I n o r d e r t o f a cilit at e t h e s p e e d of t h e t r ai ni n g a n d i nf er e n c e pr o c e s s, w e c h o o s e 6 e v e nt
p ar a m et er s a n d 4 h y p er- p ar a m et er s a s o ur p h e n o m e n ol o gi c al m o d el s. O ur m o d el i n cl u d e s
t h e pri m ar y m a s s m 1 , m a s s r ati o q , t h e s pi n m a g nit u d e of e a c h bi n ar y a i , i ∈ ( 1, 2) a n d t h e
tilt a n gl e s ti b et w e e n e a c h B H s pi n a n d t h e or bit al a n g ul a r m o m e nt u m.
F o r si m pli cit y, w e p ar a m et eri z e d o u r m a s s m o d el a s t w o i n d e p e n d e nt p o w er l a w s i n t h e
pri m ar y m a s s a n d m a s s r ati o,





α m if m 1 ∈ [ 5, 5 0]
0 ot h e r wi s e ,
( 4. 1 1)
P (q ) ∝ q β m q ∈ ( 0, 1] , ( 4. 1 2)
w h e r e α m a n d β m ar e t h e s p e ctr al i n di c e s of t h e t w o p o w er l a w s. We c h o o s e t h e l o w er
m a s s c ut o ff t o b e 5 M ⊙ a n d t h e u p p e r m a s s c ut o ff at 5 0 M ⊙ . B ot h ar e a s s u m e d t o b e
s h ar p. T h e r a n g e of s a m pli n g i n α m a n d β m ar e c h o s e n t o b e [ − 3 , − 1] a n d [ 1 , 3], r e s p e cti v el y.
M o r e s o p hi sti c at e m o d el s [ 2 3 8 , 2 4 1 , 2 4 2 , 2 8 8 ] w e r e di s c u s s e d i n [2 3 2 ], w hi c h a d d m or e fr e e
p ar a m et er s i nt o t h e m o d el t o c a pt ur e m o r e f e at ur e s i n t h e d at a. H o w e v er, t h er e i s n o str o n g
e vi d e n c e f a v o u ri n g o n e m o d el o v er a n ot h er, t h e r ef or e w e pi c k a si m pl e m o d el i n t hi s st u di e s.
We a s s u m e t h at b ot h B H s pi n s m a g nit u d e s ar e dr a w n fr o m a c o m m o n b et a di stri b uti o n
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[ 2 3 9]:
P (a i |α a , βa ) ∝
a i
α a − 1 ( 1 − a i )
β a − 1
B (α a , βa )
, ( 4. 1 3)
w h er e B (α a , βa ) i s t h e b et a f u n cti o n. F oll o wi n g t h e c h oi c e pr e s e nt e d i n [ 2 3 2 ], w e c h o o s e t o
m o d el t h e m o m e nt s of t h e b et a di stri b uti o n u si n g t h e m e a n ( E [a ]) a n d v a ri a n c e (V ar [a ]),
gi v e n b y
E [a ] =
α a
α a + β a
, ( 4. 1 4)
V a r[ a ] =
α a β a
(α a + β a ) 2 (α a + β a + 1)
. ( 4. 1 5)
T h e p df of a b et a di stri b uti o n c a n c h a n g e q uit e dr a sti c all y d e p e n di n g o n t h e p ar a m et er s
c h ar a ct eri zi n g t h e di stri b uti o n, w hi c h m e a n s w e will n e e d m or e d at a a n d a m or e c o m pl e x
n et w o r k t o c a pt u r e t h e f e at ur e s w hi c h r e pr e s e nt t h e c h a n g e i n t h e p df a s a f u n cti o n of
di stri b uti o n p ar a m et er s. F or si m pli cit y, w e fi x t h e m e a n a n d v ari a n c e t o b e E [a ] = 0.5 a n d
V a r [a ] = 0.0 5. N ot e t h at e v e n t h o u g h t hi s c h oi c e m e a n s w e d o n ot i n cl u d e t h e c h a n g e of t h e
b et a di st ri b uti o n a s a f u n cti o n of t h e di stri b uti o n p ar a m et er i n t h e tr ai ni n g of o ur m o d el,
t h e n et w or k still n e e d s t o fit f or t h e b et a di stri b uti o n w e h a v e c h o s e n. T hi s r e s e m bl e s a
pr a cti c al s c e n ari o t h at t h e m o d el o n e tri e s t o i nt er p ol at e h a s s o m e di s cr et e fl a g s w hi c h a ff e ct
t h e e v e nt p a r a m et er s di stri b uti o n, y et t h er e i s n o n e e d t o i nt er p ol at e o v e r t h o s e di s cr et e
fl a g s.
Fi n all y, w e f oll o w R ef. [ 2 4 1 ] t o si m ul at e t h e s pi n ori e nt ati o n. We a s s u m e t h at t h e tilt a n gl e s
b et w e e n e a c h B H s pi n a n d t h e or bit al a n g ul ar m o m e nt u m a r e dr a w n fr o m a mi xt ur e of t w o
di st ri b uti o n s: a n i s otr o pi c c o m p o n e nt a n d a pr ef er e nti all y ali g n e d c o m p o n e nt, r e pr e s e nt e d
b y a tr u n c at e d G a u s si a n di stri b uti o n i n c o s ti p e a k e d at c o s ti = 1
p ( c o s t1 , c o s t2 |σ 1 , σ2 , ξ) =
( 1 − ξ )
4






e − ( 1 − c o s t i )
2 / 2 σ i
2
σ i erf (
√
2 / σ i )
. ( 4. 1 7)
T h e di st ri b uti o n i s p ar a m et eri z e d b y t hr e e p ar a m et er s, σ 1 , σ2 , ξ, w hi c h a r e t h e st a n d ar d
d e vi ati o n of t h e t w o G a u s si a n a n d t h e mi xi n g fr a cti o n b et w e e n t h e t w o c o m p o n e nt s. A v al u e
of ξ = 1 i m pli e s t h at all t h e B B H s pi n s ar e pr ef er e nti all y ali g n e d wit h t h e or bit al a n g ul ar
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T a bl e 4. 1: E v e nt p a r a m et er s a n d h y p er- p ar a m et er s u s e d i n t hi s w or k
E v e nt p ar a m et er s θ
m 1 Pri m ar y m a s s i n t h e bi n a r y
q M a s s r ati o of t h e bi n ar y
a 1 , a2 S pi n m a g nit u d e s of t h e bi n ar y
c o s t1 , c o s t2 Tilt a n gl e s b et w e e n e a c h B H s pi n a n d t h e or bit al a n g ul ar m o m e n-
t u m.
H y p e r- p ar a m et er s λ
α m S p e ctr al i n d e x of m 1
β m S p e ctr al i n d e x of q
σ 1 , σ2 Wi dt h of t h e pr ef er e nti all y ali g n e d c o m p o n e nt of t h e B H s pi n
ori e nt ati o n
m o m e nt u m, w hil e ξ = 0 i m pli e s t h at t h e s pi n ori e nt ati o n s ar e di st ri b ut e d i s otr o pi c all y. T h e
t w o c o m p o n e nt s r e p r e s e nt s t h e t w o m o st pr o mi n e nt f or m ati o n c h a n n el s of B B H m er g er s:
i s ol at e d a n d cl u st e r f or m ati o n. We fi x t h e mi xi n g fr a cti o n t o b e ξ = 0 .5, a n d i n cl u d e
σ 1 a n d σ 2 i n o ur tr ai ni n g. T h e r a n g e of σ 1 a n d σ 2 ar e b ot h [ 0 , 2]. T h e p ar a m et er s a n d
h y p er- p ar a m et er s u s e d i n o ur p h e n o m e n ol o gi c al m o d el s a r e s u m m ari z e d i n T a bl e 8. 1.
Gi v e n t h e a n al yti c al m o d el, w e tr ai n a n d e v al u at e t h e p erf or m a n c e of o u r m a c hi n e a s
d e s cri b e d b el o w. We cr e at e t h e tr ai ni n g s et b y s a m pli n g 1 0 0 p oi nt s i n t h e h y p er- p ar a m et er
s p a c e wit h L ati n h y p er- c u b e s a m pli n g [ 2 8 9 ]. F or e a c h p oi nt i n t h e h y p er- p ar a m et er s p a c e, w e
cr e at e a c at al o g u e of 1 0 5 B B H e v e nt s, e a c h c h ar a ct eri z e d b y t h e 6 e v e nt p ar a m et e r s, f oll o wi n g
t h e di st ri b uti o n p ar a m et eri z e d b y t h e 4 h y p er- p ar a m et er s. T hi s m e a n s t h e e ntir e tr ai ni n g
s et c o nt ai n s 1 0 7 tr ai ni n g s a m pl e s. We al s o cr e at e a s m all e r v ali d ati o n s et, w hi c h f oll o w s t h e
s a m e m et h o d a s cr e ati n g t h e tr ai ni n g s et b ut wit h o nl y 1 0 p oi nt s i n t h e h y p er- p ar a m et er
s p a c e. N ot e t h at t h e l o c ati o n s of t h e p oi nt s i n h y p er- p ar a m et e r s p a c e i n t h e v ali d ati o n s et i s
di ff er e nt fr o m t h e tr ai ni n g d at a s et. We t a k e t h e st at e of t h e n et w or k f or w hi c h t h e v ali d ati o n
l o s s i s mi ni m u m a s o ur b e st-tr ai n e d m o d el, a n d u s e it i n t h e i nf e r e n c e pr o c e s s. T h e e ntir e
pr o c e s s of tr ai ni n g a n d v ali d ati n g t h e 1 0 l a y er s m o d el t a k e s ∼ 1 0 h o ur s o n a Te sl a k 8 0 g p u.
Fi g u r e 4. 2 s h o w s t h e i nt e r p ol ati o n r e s ult of p ( θ |λ ) f o r a s p e ci fi c λ = ( − 2 , 2 , 0 .5 , 0 .7),
w hi c h i s a t e st p oi nt i n t h e h y p er- p ar a m et e r w hi c h w e h a v e n ot i n cl u d e d i n b ot h t h e tr ai ni n g
s et a n d v ali d ati o n s et. D e s pit e t h e s m all s c al e di ff er e n c e, m ai nl y ori gi n ati n g fr o m i n di vi d u al
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q
0 0. 5 1
a 1
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a 2
- 1 0 1
c os t1
- 1 0 1
c os t2
A n al yti c
5-l a yer
1 0-l a yer
Fi g ur e 4. 2: T h e j oi nt pr o b a bilit y di stri b uti o n of t h e 6 e v e nt p ar a m et er s i n t h e p h e n o m e n o-
l o gi c al m o d el, gi v e n t h e h y p er- p ar a m et er s λ = ( − 2 , 2 , 0 .5 , 0 .7). T h e t w o c o nt o u r r e pr e s e nt
t h e 6 8 % a n d 9 5 % c o n fi d e n c e i nt er v al of t h e s a m pl e d di st ri b uti o n. T h e a n al yti c al ( bl u e) li n e
r e p r e s e nt s t h e tr u e a n s w er. T h e 5-l a y er ( or a n g e) a n d 1 0-l a y er ( gr e e n) li n e s ar e t h e o ut p ut
of t h e n et w or k wit h t h e c orr e s p o n di n g n u m b e r of fl o w l a y e r s. E a c h c o nt o ur ar e cr e at e d
fr o m 1 0 0 0 0 0 s a m pl e s, eit h er dr a w n fr o m t h e a n al yti c al di stri b uti o n o r g e n er at e d b y t h e
n et w or k. T h e 5-l a y e r m o d el fit s t h e a n al yti c al a n s w er f airl y w ell o n l ar g e s c al e y et h a vi n g
s o m e i n a c c ur a c y n e ar t h e e d g e of c o s t1 a n d c o s t2 . We fi n d t h e a c c ur a c y of 1 0-l a y er m o d el
t o b e s u ffi ci e nt f or o ur p ur p o s e.
s a m pli n g fl u ct u ati o n s, b ot h 5-l a y er a n d 1 0-l a y er m o d el s fit t h e l ar g e- s c al e b e h a vi o ur of t h e
di stri b uti o n q uit e w ell. I n p arti c ul ar, t h e 1 0-l a y er m o d el i s p erf or mi n g b ett e r t h a n t h e 5-l a y er
m o d el at t h e e d g e of c o s t1 a n d c o s t2 . T hi s i s e x p e ct e d si n c e a m o d el wit h m o r e l a y er s i s
a p pl yi n g m or e tr a n sf or m s t o t h e pri or di stri b uti o n, w hi c h m e a n s it i s m or e fl e xi bl e i n t er m s
of m o d eli n g a t ar g et di stri b uti o n, t h er ef or e it s h o ul d b e a bl e t o c a pt ur e m o r e f e at u r e s s u c h
a s t h e e d g e of a di stri b uti o n.
N e xt, w e i n s p e ct t h e p erf or m a n c e of t h e n et w or k o n a p o p ul ati o n l e v el. T h e p o p ul ati o n
p o st e ri or pr o d u c e d b y a w ell tr ai n e d n et w or k s h o ul d b e si mil ar t o t h e p o st eri or pr o d u c e d
b y t h e a n al yti c al m o d el. T o t e st t hi s, w e c o m p ar e t h e p o p ul ati o n p o st eri or i nf err e d fr o m
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Fi g ur e 4. 3: L eft : T h e p o p ul ati o n p o st eri or r e c o v er e d b y t h e n e ur al n et w o r k e m ul at or a s
t h e p o p ul ati o n li k eli h o o d. T h e i nj e ct e d h y p er- p ar a m et er s ar e λ = ( − 2 , 2 , 0 .5 , 0 .7), w hi c h i s
m a r k e d b y t h e bl a c k li n e s. T h e c o nt o ur s ar e t h e 6 8 % a n d 9 5 % c o n fi d e n c e i nt er v al s. T h e
bl u e, or a n g e a n d gr e e n li n e m a r k t h e c a s e of h a vi n g 1 0 0, 1 0 0 0 a n d 3 0 0 0 e v e nt s, r e s p e cti v el y.
Ri g ht : T h e p o p ul ati o n p o st eri or r e c o v er e d b y t h e a n al yti c al di stri b uti o n st at e d i n s e cti o n 4. 4.
T h e o nl y di ff er e n c e b et w e e n t h e ri g ht p a n el a n d t h e l eft p a n el i s t h e p o p ul ati o n li k eli h o o d,
all ot h er f a ct or s ar e t h e s a m e.
t hr e e si m ul at e d ”i nj e cti o n ” B B H c at al o g u e s u si n g t h e n et w or k- o ut p ut t o t h e r e s ult s i nf err e d
u si n g t h e a n al yti c al m o d el. We cr e at e t h e i nj e cti o n c at al o g u e s b y s a m pli n g e v e nt s fr o m
t h e di stri b uti o n c h ar a ct e ri z e d b y t h e v e ct or of h y p er- p a r a m et e r s λ = ( − 2 , 2 , 0 .5 , 0 .7). We
c o n si d er t h e e v e nt s i n e a c h c at al o g u e s t o b e p erf e ctl y m e a s u r e d, w hi c h m e a n s t h e m e a s ur e d
v al u e s a r e t h e tr u e v al u e wit h i n fi nit e pr e ci si o n. T h e m ai n di ff er e n c e b et w e e n t h e i nj e cti o n
s et s a r e t h e n u m b er of e v e nt s, w hi c h ar e 1 0 0, 1 0 0 0 a n d 3 0 0 0, r e s p e cti v el y. T h e s e n u m b er s
ar e c h o s e n t o b e a p p r o xi m at el y t h e n u m b er of d et e ct e d e v e nt s o n e c a n a nti ci p at e d i n e arl y-,
mi d- a n d l at e- 2 0 2 0 s [ 4 4 ]. E v e n t h o u g h t h e n et w or k c a n i n pri n ci pl e e xtr a p ol at e t o r e gi o n s
o ut si d e t h e tr ai n e d h y p er- p ar a m et er s s p a c e, t h e a c c ur a c y i s e x p e ct t o dr o p, h e n c e t h e r e s ult
w e o bt ai n will b e c o m e l e s s cr e di bl e. T h er ef or e, w e c h o o s e t h e r a n g e of p o p ul ati o n pri or t o b e
t h e s a m e a s t h e r a n g e w h er e tr ai ni n g d at a ar e s a m pl e d fr o m. We u s e e m c e e [9 6 ] t o s a m pl e
t h e p o p ul ati o n p o st eri or ( E q. 4. 6).
A s s h o w n i n Fi g 4. 3, t h e i nf er e n c e r e s ult s u si n g a n et w or k a gr e e w ell wit h t h e a n al yti c al
m o d el. N ot o nl y t h e p o st e ri or a gr e e s wit h t h e i nj e ct e d h y p er- p ar a m et er s wit hi n t h e 9 5 %
c o n fi d e n c e i nt er v al, t h e s h a p e a n d t h e l o c ati o n of t h e c o n fi d e n c e i nt er v al pr o d u c e d b y t h e
5 5
C H A P T E R 4.
n et w o r k i s al s o si mil ar t o t h e a n al yti c al r e s ult. T h er e ar e s o m e mi n or di s cr e p a n ci e s i n t h e
c a s e w hi c h w e c o n si d er 3 0 0 0 e v e nt s, w hi c h c a n b e o v er c a m e b y i n cr e a si n g t h e n u m b e r of
l a y er s i n t h e n et w or k a n d tr ai ni n g. C o n si d eri n g w e ar e n ot i n cl u di n g ot h er s o ur c e s of err or
i n t hi s a n al y si s, t h e mi n o r di s c r e p a n ci e s s h o w n i n Fi g ur e 4. 3 a r e u nli k el y t o b e t h e d o mi n a nt
s o u r c e of s y st e m ati c err or.
We h a v e f o c u s e d o n t h e a c c ur a c y a s p e ct of t h e m a c hi n e s o f ar. A e q u all y i m p ort a nt a s p e ct
of t hi s m a c hi n e i s t h e s p e e d at w hi c h a p o p ul ati o n i nf er e n c e r u n i s d o n e. Wit h 3 0 0 0 e v e nt s
a n d e a c h e v e nt wit h 1 0 0 p o st eri or s a m pl e s i n a si x di m e n si o n al e v e nt p ar a m et er s s p a c e,
o n e e v al u ati o n of t h e p o st eri or f u n cti o n d e s cri b e d i n ( 4. 4) t a k e s ∼ 0. 1 s e c o n d if w e ar e
u si n g t h e n or m ali zi n g fl o w n et w or k. O n t h e ot h er h a n d, w e t ri e d u si n g t h e si m ul ati o n
a n d t h e g a u s si a n k d e f u n cti o n fr o m s ci p y t o e v al ut e t h e s a m e p o st eri or f u n cti o n, w hi c h
e a c h e v al u ati o n w o ul d t a k e m or e t h a n ∼ 2 0 mi n ut e s. N ot e t h at t h e si m ul ati o n s u s e d h er e
a r e r el ati v el y si m pl e a n d f a st, w hi c h c a n b e g e n er at e d i n a mi n ut e. I n t hi s c a s e, m o st
of t h e c o m p ut ati o n al c o st c o m e s fr o m e sti m ati n g t h e pr o b a bilit y of a p oi nt i n t h e e v e nt
p ar a m et er- h y p er p a r a m et er s p a c e. A t y pi c al i nf er e n c e r u n s r e q uir e s ∼ 1 0 3 t o f e w 1 0 4 p oi nt
t o e n s u r e c o n v er g e n c e of t h e r e s ult s. T hi s m e a n s t h e g a u s si a n k er n el d e n sit y e sti m ati o n
m et h o d w o ul d r e q uir e m o nt h s t o y e ar s t o pr o d u c e o n e p o p ul ati o n i nf er e n c e r u n, w hil e o ur
n et w o r k r e q uir e s o nl y a f e w h o ur s. M o r e s o p hi sti c at e d si m ul ati o n s will n e e d m or e ti m e t o
b e pr o d u c e d, w hi c h c a n t a k e d a y s or e v e n w e e k s o n a c o m p ut er cl u st er, r e n d eri n g a dir e ct
e sti m at e of p (θ |λ ) fr o m si m ul ati o n i m p o s si bl e.
4. 5 Di s c u s si o n
We h a v e i n c o r p or at e d a fl o w- b a s e d d e e p g e n er ati v e n et w or k i nt o a hi e r a r c hi c al B a y e si a n
a n al y si s, a n d s h o w e d t h at t h e n e ur al n et w or k w e h a v e i nt e gr at e d i n t hi s st u d y i s c a p a bl e
t o h a n dl e d at a a n d si m ul ati o n s w hi c h ar e t o o c o m pli c at e d f or p r e vi o u s m a c hi n e s. W hil e
pr e vi o u s st u di e s [ 1 9 0 , 1 9 1 ] h a v e s h o w n h o w p o p ul ati o n- s y nt h e si s si m ul ati o n s a n d m a c hi n e
l e ar ni n g c a n b e u s e d i n G W p o p ul ati o n i nf e r e n c e, t h e y ar e s e v e r el y li mit e d i n v ari o u s a s p e ct s,
e s p e ci all y i n t er m s of s c al a bilit y, t h u s c a n n ot b e u s e d t o e x pl or e t h e i n cr e a si n gl y c o m pl e x
G W d at a s et a n d si m ul ati o n s i n pr a cti c e. We h a v e d e m o n str at e d t h at a n or m ali zi n g fl o w
n et w or k c a n b e u s e d a s a hi g hl y a c c ur at e, e ffi ci e nt, a n d m o st i m p ort a ntl y s c al a bl e m a c hi n e
i n G W p o p ul ati o n i nf er e n c e. T h er e ar e u p t o 1 5 st a n d ar d e v e nt p ar a m et er s p er B B H
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e v e nt i n G R, a m o n g t h e m t h er e ar e 8 i nt ri n si c p a r a m et er s ( 1 m a s s a n d 3 s pi n s p er bl a c k
h ol e), w hi c h ar e p a rti c ul arl y i m p ort a nt t o a str o p h y si c al t h e ori e s. M a n y p o p ul ati o n- s y nt h e si s
m o d el s pr e di ct f e at ur e s i n at l e a st 4 of t h e s e i ntri n si c p ar a m et er s, v er y oft e n i n 6 o r m or e
i nt ri n si c p ar a m et er s. Pr e vi o u s a p pr o a c h e s c a n o nl y f u n cti o n a c c ur at el y a n d e ffi ci e ntl y u p
t o 2 e v e nt p ar a m et er s. W h e n o n e tri e s t o u s e t h e pr e vi o u s m a c hi n e f or 3 or m or e e v e nt
p ar a m et er s, t h e p erf or m a n c e i n t er m s of s p e e d a n d a c c ur a c y dr o p s si g ni fi c a ntl y, a n d t h e
m e m or y u s a g e st a rt s t o b e c o m e u n m a n a g e a bl e. A s s h o w n i n S e cti o n 4. 4, o ur n et w o r k c a n
r e p r o d u c e t h e a n al yti c al a n s w er v er y a c c ur at el y i n a r e a s o n a bl e ti m e e v e n wit h 6 e v e nt
p ar a m et er s. Gi v e n t h e hi g h fi d elit y of o ur r e s ult s a n d t h e f a ct t h at w e will h a v e ∼ 1 0 0 0
c o m p a ct bi n ar y c o al e s c e n c e e v e nt s i n l at e 2 0 2 0 [ 4 4 ], o ur m et h o d i s a pr o mi si n g w a y f or w ar d
f o r si m ul ati o n- b a s e d p o p ul ati o n i nf er e n c e.
E q ui p p e d wit h t hi s m a c hi n e, o ur n e xt st e p will b e t e sti n g di ff er e nt st at e- of-t h e- art m o d el s
[2 9 0 , 2 9 1 , 2 9 2 , 2 9 3 ] wit h t h e u p c o mi n g L V C O 3 c at al o g u e. A n i nt er e sti n g a p pli c ati o n i s
t h at w e ar e n o w a bl e t o c o m p a r e di ff er e nt f a mil y of m o d el dir e ctl y. E a c h of t h e si m ul ati o n s
h a s t h ei r o w n s et of h y p er- p a r a m et er s. Aft er w e o bt ai n t h e p o p ul ati o n p o st eri or f or e a c h
of t h e m, w e c a n m ar gi n ali z e it t o o bt ai n t h e e vi d e n c e a n d c o m p ar e b et w e e n m o d el s. T h e
B a y e s f a ct or b et w e e n o n e m o d el a n d a n ot h er will i n di c at e w hi c h m o d el i s f a v o r e d b y t h e
d at a. F urt h er m or e, o n e c a n c o m p ar e t h e s e si m ul ati o n- b a s e d m o d el s t o t h e e vi d e n c e fr o m a
p h e n o m e n ol o gi c al m o d el. I n t hi s w a y w e c a n i n v e sti g at e w h et h er a m o d el c o nt ai n s r e d u n d a nt
p a r a m et e r s or n ot. B ei n g a bl e t o c o m p ar e e nti r e f a mili e s of m o d el s m e a n s n ot o nl y w e
c a n u s e t h e d at a t o c o n st r ai n t h e m o d el, w e c a n al s o g a u g e t h e i m p ort a n c e of i n di vi d u al
c o m p o n e nt s i n a si m ul ati o n, h e n c e g ai ni n g i n si g ht o n h o w t o i m p r o v e t h e si m ul ati o n.
T h e si m ul ati o n s u s e d i n t hi s w or k ar e r el ati v el y si m pl e c o m p ar e d t o t h e st at e- of-t h e- art
m o d el s. We al s o n e gl e ct e d e v e nt u n c ert ai nti e s a n d s el e cti o n bi a s, w hi c h ar e cr u ci al w h e n
a p pl yi n g t hi s m et h o d t o r e al d at a. T h e pr e ci s e e ff e ct of t h e i nt er pl a y b et w e e n all t h e s e
u n c ert ai nti e s a n d s y st e m ati c s will d e p e n d o n t h e pr o p erti e s of t h e d at a a n d si m ul ati o n s. We
will f oll o w u p wit h a c a s e st u d y w hi c h e m pl o y s o u r m et h o d a n d st at e- of-t h e- art si m ul ati o n s
o n O 3 d at a i n t h e s o o n f ut ur e, wit h u n c e rt ai nti e s a n d s el e cti o n bi a s t a k e n i nt o a c c o u nt.
We o nl y tr ai n e d a r el ati v el y s m all n et w or k wit h r el ati v el y s m all a m o u nt of d at a, a s c o m p a r e d
t o ot h e r d e e p n e u r al n et w or k tr ai n e d f or t h e s a m e p ur p o s e[ 2 6 2 , 2 9 4 ]. T hi s m e a n s w e still h a v e
n ot r e a c h e d t h e li mit of t h e n et w or k c a p a bilit y. T h e p ur p o s e of t hi s p a p er i s t o d e m o n str at e
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t h e r o b u st n e s s a n d e ffi ci e n c y of o ur m et h o d, y et w e h a v e n ot e x a ctl y q u a nti fi e d t h e pr e ci s e
u n c e rt ai nt y fr o m t h e n et w or k a s a f u n cti o n of t h e si z e of t h e tr ai ni n g d at a, si m ul ati o n
c o m pl e xit y a n d ar c hit e ct ur e of t h e n et w o r k. A st u d y of t h e pr e ci s e s c ali n g b e h a vi or of
t h e m et h o d, w hi c h will s h e d li g ht o n t h e r e a s o n w h y n e ur al n et w or k s p erf or m w ell i n t hi s
p arti c ul ar t y p e of p r o bl e m, will b e c ar ri e d o ut i n t h e f ut ur e.
T hi s st u d y i s s p e ci fi c all y d e di c at e d t o t h e G W c o m m u nit y, t h er ef or e w e di s c u s s e d t h e B B H
c a s e. B ut t h e m a c hi n e c a n b e a p pli e d t o m or e g e n er al pr o bl e m s s u c h a s ot h er G W s o ur c e s,
o r e v e n ot h er i nf er e n c e pr o bl e m s t h at ar e n ot r el at e d t o G W s. A s e x a m pl e s, w hil e k e e pi n g
t h e v a st di ff e r e n c e s b et w e e n d et e ct or d e si g n a n d p ot e nti al s o ur c e s of s y st e m ati c e rr or i n
mi n d, t h e s a m e m a c hi n er y c a n b e a p pli e d t o u n d er st a n di n g t h e p o p ul ati o n of g a m m a-r a y
b u r st [ 2 9 5 ], f a st r a di o b ur st [2 9 6 ] a n d e x o pl a n et s [2 9 7 ], e s p e ci all y w h e n t h e d at a i s n oi s y
a n d B a y e si a n st ati sti c s i s n e c e s s ar y t o c h ar a ct eri z e t h e d at a.
B e c a u s e of it s c a p a bilit y t o s ol v e pr o bl e m s wit h m u c h gr e at er e ffi ci e n c y a n d a c c ur a c y i n
m a n y s etti n g s, d e e p l e ar ni n g i s r e v ol uti o ni zi n g m a n y di ff er e nt a s p e ct s of o ur s o ci et y. B y
i nt e gr ati n g t h e e xi sti n g t o ol s fr o m d e e p l e ar ni n g t o G W p o p ul ati o n i nf er e n c e, w e e n a bl e t h e
p o s si bilit y of c o n str ai ni n g st at e- of-t h e- art m o d el s wit h u p c o mi n g d at a at a c o m pl e xit y w hi c h
w a s p r e vi o u sl y i ntr a ct a bl e. O n t h e ot h er h a n d, t h e tr a diti o n al t o ol s w e u s e t o u n d e r st a n d
p h y si c al m o d el s a n d d at a o ff er v er y i nt er pr et a bl e c h e c k s, w hi c h w e c a n u s e t o g a u g e t h e
p erf or m a n c e of o ur d e e p l e ar ni n g m o d el a n d i m p r o v e it. G W d at a a n al y si s i s k n o w n t o b e i n
t h e e xt r e m el y n oi s e d o mi n at e d r e gi m e, w hi c h i s w h er e d e e p l e ar ni n g oft e n e n c o u nt er tr o u bl e
i n. We h o p e t h at t h e pr o gr e s si v el y f r e q u e nt cr o s s t al k b et w e e n t h e d e e p l e a r ni n g a n d G W
c o m m u niti e s c a n b e m ut u all y b e n e fi ci al t o b ot h fi el d s.
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J oi n t c o n s t r ai n t s o n t h e
fi el d- cl u s t e r mi xi n g f r a c ti o n,
c o m m o n e n v el o p e e ffi ci e n c y, a n d
gl o b ul a r cl u s t e r r a dii f r o m a
p o p ul a ti o n of bi n a r y h ol e m e r g e r s
vi a d e e p l e a r ni n g
T h e r e c e nt r el e a s e of t h e s e c o n d Gr a vit ati o n al- W a v e Tr a n si e nt C at al o g ( G W T C- 2) h a s
i n cr e a s e d si g ni fi c a ntl y t h e n u m b er of k n o w n G W e v e nt s, e n a bli n g u n pr e c e d e nt e d c o n str ai nt s
o n f or m ati o n m o d el s of c o m p a ct bi n ari e s. O n e p r e s si n g q u e sti o n i s t o u n d er st a n d t h e fr a cti o n
of bi n a ri e s ori gi n ati n g fr o m di ff er e nt f or m ati o n c h a n n el s, s u c h a s i s ol at e d fi el d f or m ati o n
v er s u s d y n a mi c al f o r m ati o n i n d e n s e st ell ar cl u st er s. I n t hi s p a p er, w e c o m bi n e t h e C O S M I C
bi n a r y p o p ul ati o n s y nt h e si s s uit e a n d t h e C M C c o d e f or gl o b ul a r cl u st er e v ol uti o n t o cr e at e
a mi xt u r e m o d el f or bl a c k h ol e bi n ar y f or m ati o n u n d er b ot h f or m ati o n s c e n ari o s. F or
t h e fir st ti m e, t h e s e c o d e b o di e s ar e c o m bi n e d s elf- c o n si st e ntl y, wit h C M C it s elf e m pl o yi n g
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C O S M I C t o t r a c k st ell ar e v ol uti o n. We t h e n u s e a d e e p-l e ar ni n g e n h a n c e d hi er ar c hi c al
B a y e si a n a n al y si s t o c o nti n u o u sl y s a m pl e o v er a n d c o n str ai n t h e c o m m o n e n v el o p e e ffi ci e n c y
α a s s u m e d i n C O S M I C , t h e i niti al cl u st er viri al r a di u s r v a d o pt e d i n C M C , a n d t h e i ntri n si c
mi xt ur e fr a cti o n f b et w e e n e a c h c h a n n el. U n d er s p e ci fi c a s s u m pti o n s a b o ut ot h er u n c ert ai n
a s p e ct s of i s ol at e d bi n ar y a n d gl o b ul a r cl u st er e v ol uti o n, w e r e p ort t h e m e di a n a n d 9 0 %
c o n fi d e n c e i nt er v al of t h r e e p h y si c al p ar a m et er s f or t h e i ntri n si c p o p ul ati o n ( f, α, r v ) =
( 0.2 0 + 0 .3 2− 0 .1 8 , 2 .2 6
+ 2 .6 5
− 1 .8 4 , 2 .7 1
+ 0 .8 3
− 1 .1 7 ). T hi s si m ult a n e o u s c o n str ai nt a gr e e s wit h o b s er v e d pr o p erti e s
of gl o b ul ar cl u st er s i n t h e Mil k y W a y a n d i s a n i m p ort a nt fir st st e p i n t h e p at h w a y t o w a r d
l e a r ni n g t h e a str o p h y si c s of c o m p a ct bi n ar y f or m ati o n t hr o u g h G W o b s er v ati o n s.
5. 1 I n t r o d u c ti o n
T h e n u m b er of gr a vit ati o n al- w a v e ( G W) d et e cti o n s i s gr o wi n g at a n a c c el er ati n g p a c e
si n c e t h e fir st d et e cti o n [ 2 1 ]. T h e LI G O- Vir g o- K A G R A C oll a b or ati o n ( L V K C) r e c e ntl y
r el e a s e d t h e s e c o n d Gr a vit ati o n al- W a v e Tr a n si e nt C at al o g ( G W T C- 2), w hi c h i n cl u d e s 3 9
e v e nt s fr o m t h e fir st h alf of of t h e t hir d o b s er v ati o n al r u n ( O 3) [ 3 1 ]. T h e n u m b er of G W
e v e nt s i n t hi s n e w c at al o g u e ( 5 0) i s ∼ 4 ti m e s t h e n u m b er of e v e nt s fr o m t h e fir st t w o
o b s er v ati o n al r u n s c o m bi n e d [ 1 8 1 ], all o wi n g f o r t h e i n cr e a si n gl y s e n siti v e e x pl or ati o n of t h eir
m a s s, s pi n a n d m er g er r e d s hift di stri b uti o n s [ 1 5 ]. A s t h e st ati sti c al u n c ert ai nti e s i n t h e s e
di stri b uti o n s c o nti n u e t o dr o p wit h t h e gr o wi n g n u m b e r of d et e cti o n s, t h e p o p ul ati o n of G W
e v e nt s p r o vi d e s a u ni q u e, a n d i n cr e a si n gl y p o w erf ul, a v e n u e t o pr o b e a wi d e r a n g e of t o pi c s,
i n cl u di n g f u n d a m e nt al p h y si c s [ 2 9 8], c o s m ol o g y [ 4 5, 2 9 9], a n d a str o p h y si c s [ 3 0 0, 3 0 1, 3 0 2].
O n e of t h e m o st pr e s si n g q u e sti o n s i n G W p o p ul ati o n a n al y s e s i s w hi c h bi n a r y f or m ati o n
c h a n n el s g e n er at e t h e o b s er v e d G W e v e nt s. I n p arti c ul ar, it i s e x p e ct e d t h at c o m p a ct bi n ar y
m e r g e r s m a y ari s e vi a i s ol at e d bi n ar y e v ol uti o n i n t h e st ell ar fi el d or d y n a mi c al a s s e m bl y i n
d e n s e cl u st er s, alt h o u g h a v ari et y of ot h e r c h a n n el s h a v e al s o b e e n t h e o ri z e d [ 3 0 3 , 3 0 4 , 3 0 5 ].
I n t h e i s ol at e d fi el d s c e n ari o, c o m p a ct bi n ar y m er g er s ar e t h e e n d r e s ult of st ell ar bi n ar y
e v ol uti o n [ 3 0 6 , 3 0 7 ]. O n t h e ot h er h a n d, e v e nt s fr o m d y n a mi c al f or m ati o n s c e n ari o s ar e
f or m e d t hr o u g h m ulti- b o d y e n c o u nt er s i n d e n s e e n vir o n m e nt s, s u c h a s gl o b ul ar cl u st er s,
y o u n g st ell ar cl u st er s, or g al a cti c n u cl e ar cl u st er s [ 3 0 8 , 3 0 9 ]. W hil e t h e pr e ci s e di st ri b u-
ti o n s of c o m p a ct bi n ari e s ori gi n ati n g fr o m e a c h s c e n ari o ar e n ot k n o w n, fi el d a n d cl u st e r
c h a n n el s g e n er all y di ff er i n t h eir pr e di cti o n s r e g ar di n g s pi n, e c c e nt ri cit y, a n d c o m p o n e nt
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m a s s di st ri b uti o n s of bi n ar y m er g er s. D u e t o m a s s tr a n sf er a n d ti d al ali g n m e nt, bi n a ri e s
r e s ulti n g fr o m t h e i s ol at e d f or m ati o n t e n d t o h a v e c o m p o n e nt s pi n s ali g n e d wit h t h eir or bit al
a n g ul a r m o m e nt a, w h er e a s d y n a mi c all y f or m e d bi n ari e s ar e b eli e v e d t o h a v e a n i s ot r o pi c
di stri b uti o n of s pi n s [ 2 3 5 , 3 1 0 , 3 1 1 , 3 1 2 ]. Al s o, hi er ar c hi c al m e r g e r s ar e li k el y o nl y p o s si bl e
i n a d y n a mi c al-f or m ati o n s c e n ari o [2 3 6 , 2 4 4 , 3 1 3 , 3 1 4 ], w hi c h c o ul d r e s ult i n bl a c k h ol e s
wit h m a s s e s i n t h e t h e ori z e d p air-i n st a bilit y s u p er n o v a ( PI S N) g a p ( c o m m o nl y k n o w n a s
t h e “ u p p er m a s s g a p ”) [ 3 1 5, 3 1 6].
S o m e st u di e s h a v e alr e a d y s o u g ht t o u s e t h e o b s er v e d m a s s e s a n d s pi n s of c o m p a ct bi n ar y
m e r g e r s t o i nf er t h e mi xi n g fr a cti o n b et w e e n t h e t w o f or m ati o n c h a n n el s [ 1 5 , 3 1 7 , 3 1 8 ].
S u c h st u di e s, h o w e v er, g e n er all y a d o pt h e uri sti c m o d el s f o r e x p e ct e d s pi n di stri b uti o n s, or
i g n or e p o s si bl e v ari ati o n wit hi n i n di vi d u al c h a n n el s t h at m a y b e c orr el at e d wit h t h e i nf err e d
mi xi n g f r a cti o n s. M or e o v er, alt h o u g h t h e mi xi n g fr a cti o n it s elf i s a n i m p ort a nt q u e sti o n,
u n d er st a n di n g t h e mi xi n g fr a cti o n al o n e yi el d s littl e i n si g ht o n t h e p h y si c s of e a c h u n d erl yi n g
f o r m ati o n c h a n n el. T h u s, it i s i m p ort a nt t o i nf er t h e mi xi n g fr a cti o n a n d c h a n n el- s p e ci fi c
p ar a m et er s j oi ntl y. I n t hi s st u d y, w e cr e at e a mi xt ur e m o d el of m er gi n g bi n ar y bl a c k h ol e s
( B B H s) f r o m i s ol at e d bi n ar y e v ol uti o n u si n g t h e bi n ar y p o p ul ati o n s y nt h e si s c o d e C O S M I C
a n d fr o m gl o b ul ar cl u st er s ( G C s) u si n g t h e G C e v ol uti o n c o d e C M C . We i nf e r t h e p r o p erti e s
of t hi s mi xt ur e m o d el b y a p pl yi n g a d e e p l e ar ni n g e n h a n c e d hi e r a r c hi c al B a y e si a n m o d eli n g
f r a m e w o r k o n t h e G W T C- 2 B B H c at al o g u e.
T h e p a p e r i s str u ct ur e d a s f oll o w s: I n s e cti o n 6. 2, w e d e s c ri b e t h e li br ar y of C O S M I C a n d
C M C si m ul ati o n s u s e d i n t hi s st u d y. I n s e cti o n 6. 3, w e r e vi e w o ur d at a a n al y si s pi p eli n e
t h at a p pli e s d e e p-l e ar ni n g t o e m ul at e a n d i nt er p ol at e b et w e e n o ur li br ar y, all o wi n g f or
hi er ar c hi c al i nf er e n c e of p ar a m et er s g o v er ni n g bi n ar y f or m ati o n. I n s e cti o n 1 1. 3, w e pr e s e nt
r e s ult s o bt ai n e d b y a p pl yi n g o ur pi p eli n e t o p u bli c d at a r el e a s e d i n s u p p ort of G W T C- 2.
Fi n all y, i n s e cti o n 1 1. 4, w e di s c u s s i m pli c ati o n s of t hi s w or k.
5. 2 Si m ul a ti o n
5. 2. 1 I s ol a t e d bi n a r y e v ol u ti o n wi t h C O S M I C
We g e n er at e a c o s m ol o gi c al p o p ul ati o n of B B H m er g er s ori gi n ati n g fr o m i s ol at e d bi n ar y
e v ol uti o n u si n g C O S M I C [3 1 9 ], w hi c h i s b a s e d o n a n u p d at e d v er si o n of B S E [3 2 0 ]. S e e [3 1 9 ]
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f or a c o m pr e h e n si v e s u m m a r y of all u p gr a d e s c urr e ntl y e m pl o y e d i n C O S M I C a n d [ 3 2 1 ] f or a
d et ail e d di s c u s si o n of t h e pr e s cri pti o n s w hi c h m o st h e a vil y i m p a ct c o m p a ct- o bj e ct f or m ati o n
i n bi a ri e s. We a s s u m e t h at m a s si v e st ar s ar e i niti all y di stri b ut e d wit h m a s s e s f oll o wi n g
a p o w er l a w wit h i n d e x α = − 2 .3 [ 3 2 2 ] a n d 7 0 % of t h e m h a v e c o m p a ni o n s wit h m a s s
r ati o s di stri b ut e d u nif or ml y [ 3 2 3 ]. We di st ri b ut e i niti al or bit al p eri o d s wit h a p o w er l a w
i n l o g o r bit al p eri o d wit h i n d e x π = − 0 .5 5 a n d l o g ( P o r b / d a y ) ∈ [ 0.1 5 , 5] f oll o wi n g t h e
a s s u m pti o n s of [ 3 2 3 , 3 2 4 ] a n d i niti al e c c e nt ri citi e s wit h a p o w er l a w wit h i n d e x ξ = − 0 .4 5
f or e ∈ [ 0.0 0 1 , 0 .9] [ 3 2 3].
O n e of t h e l ar g e st u n c ert ai nti e s i n bi n ar y e v ol uti o n i s t h e a m o u nt a bi n ar y’ s or bit al s e p ar ati o n
s hri n k s a s a r e s ult of c o m m o n e n v el o p e e v ol uti o n [ 3 2 5 ]. C O S M I C e m pl o y s t h e α λ pr e s cri pti o n
t o p ar a m et eri z e h o w e ffi ci e ntl y o r bit al e n er g y i s u s e d i n u n bi n di n g t h e st ell ar e n v el o p e, w h e r e
λ i s t h e e n v el o p e bi n di n g e n er g y a n d i s c al c ul at e d f oll o wi n g A p p e n di x A of [ 3 2 6] a s s u mi n g
n o c o nt ri b uti o n s fr o m i o ni zi n g e n er g y. Pr e vi o u s st u di e s s u g g e st a wi d e r a n g e of ej e cti o n
e ffi ci e n ci e s v ar yi n g fr o m α = 0 .2 5 − 5 f o r a wi d e v ari et y of st ell ar m a s s e s [ 3 2 7 , 3 2 8 , 3 2 9 ].
T o c a pt u r e t hi s u n c ert ai nt y, w e r a n 8 s e p ar at e m o d el s ( α = 0 .2 5 , 0 .5 , 0 .7 5 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5) e a c h
wit h 1 6 m et alli cit y bi n s s p a c e d l o g arit h mi c all y b et w e e n Z ⊙ / 2 0 0 a n d 2 Z ⊙ , w h er e Z ⊙ = 0 .0 1 7
[3 3 0 ]. T h e bi n ar y e v ol uti o n m o d el, e x c e pt f or t h e v ari ati o n of e n v el o p e ej e cti o n e ffi ci e n c y, i s
i d e nti c al t o t h at of [3 2 1 ] w hi c h c o n si st e ntl y pr o d u c e s l o c al (z < 0 .0 1) m er g er r at e s c o n si st e nt
wit hi n a f a ct o r of 2 t o t h e 9 0 % cr e di bl e i nt er v al of t h e o b s er v e d r at e s fr o m t h e G W T C- 1
c at al o g f o r α = 1 , 5. F o r a di s c u s si o n of t h e l o c al c o m o vi n g m er g er r at e s f or o ur si m ul at e d
p o p ul ati o n s, s e e S e c. 1 1. 4.
T o g e n er at e a c o s m ol o gi c al p o p ul ati o n of m er gi n g B B H s, w e u s e t h e r e d s hift- d e p e n d e nt st ar
f o r m ati o n hi st or y a n d m et alli cit y e v ol uti o n of [3 3 1 ] a n d a s s u m e Pl a n c k 2 0 1 5 c o s m ol o gi c al
p a r a m et e r s: H 0 = 6 8 k m s
− 1 M p c − 1 , Ωm = 0 .3 1 a n d Ω Λ = 0 .6 9 [ 3 3 2 ] a s i m pl e m e nt e d
i n a s t r o p y [3 3 3 , 3 3 4 ]. Si mil a r t o [3 2 1 ], w e a s s u m e a tr u n c at e d l o g- n o r m al di stri b uti o n of
m et alli citi e s wit h σ = 0 .5 d e x f oll o wi n g [ 3 1 2 ]. We br e a k t h e st ar f or m ati o n i nt o 1 0 0 li n e arl y
s p a c e d r e d s hift bi n s b et w e e n 0 a n d 1 4 a n d c al c ul at e t h e n u m b e r of B B H s f or m e d, w ei g ht e d
b y t h eir m et alli cit y, b y n or m ali zi n g t h e t ot al m a s s of st ar s fr o m o ur si m ul at e d p o p ul ati o n t o
t h e t ot al a m o u nt of st ar f or m ati o n i n e a c h r e d s hift bi n. We t h e n r e c or d t h e l o o k b a c k ti m e
a n d t h e r e d s hift of e a c h B B H m e r g e r t o cr e at e a c at al o g of all m er gi n g B B H s f o r r e d s hift s
z < 1 5.
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5. 2. 2 Gl o b ul a r cl u s t e r e v ol u ti o n wi t h C M C
We u s e N - b o d y si m ul ati o n s pr e s e nt e d i n t h e C M C C l u s t e r C a t a l o g [3 3 5 ] t o si m ul at e G C
e v ol uti o n. T h e s e si m ul ati o n s w er e c o m p ut e d u si n g C M C (f o r C l u s t e r M o n t e C a r l o ) [ 3 3 6 ,
3 3 7 ], a H é n o n-t y p e M o nt e C arl o c o d e w hi c h i n cl u d e s v ari o u s pr o c e s s e s r el e v a nt t o B H bi n ar y
f o r m ati o n i n cl u di n g t w o- b o d y r el a x ati o n [3 3 6 ], t h r e e- b o d y bi n ar y f or m ati o n [3 3 8 ], di r e ct
i nt e gr ati o n of s m all-N r e s o n at e e n c o u nt er s [ 3 3 9 , 3 4 0 ], a n d st ell a r / bi n ar y e v ol uti o n. F or
t h e l att e r, C M C u s e s u p d at e d v er si o n s of S S E a n d B S E [3 2 0 , 3 4 1 ], i d e nti c al t o t h o s e u s e d
i n C O S M I C , o nl y v a r yi n g i n c h oi c e s of bi n ar y e v ol uti o n p r e s c ri pti o n s. I n C M C , w e a s s u m e a
5 % p er c e nt pri m or di al bi n ar y fr a cti o n ( u nif or m a cr o s s all pri m ar y m a s s e s w hi c h i n t ur n
ar e dr a w n fr o m a Kr o u p a [ 3 4 2 ] i niti al m a s s f u n cti o n o v er t h e r a n g e 0.0 8 − 1 5 0 M ⊙ ). We
a s s u m e m a s s r ati o s ar e dr a w n fr o m a u nif or m di stri b uti o n i n r a n g e [ 0 .1 − 1]. Bi n ar y or bit al
p e ri o d s ar e dr a w n fr o m a di st ri b uti o n fl at i n l o g- s c al e, wit h t h e or bit al s e p ar ati o n s r a n gi n g
fr o m n e ar c o nt a ct (a ≥ 5( R 1 + R 2 ), w h er e R 1 a n d R 2 ar e t h e st ell ar r a dii) t o t h e h ar d / s oft
b o u n d a r y of t h e cl u st er (r e fl e cti n g t h e f a ct t h at s oft bi n ari e s ar e e x p e ct e d t o b e br o k e n
q ui c kl y t hr o u g h d y n a mi c al e n c o u nt er s). A d diti o n all y, w e a s s u m e i niti al e c c e ntri citi e s ar e
dr a w n fr o m a t h er m al di stri b uti o n [ 3 4 3].
I n t h e C M C C l u s t e r C a t a l o g , f o ur k e y cl u st er p ar a m et e r s ar e v ari e d b et w e e n t h e di ff er e nt
si m ul ati o n s: i niti al n u m b er of st ar s p er cl u st er ( N / 1 0 5 = 2 , 4 , 8 , 1 6), i niti al viri al r a di u s
(r v / p c = 0 .5 , 1 , 2 , 4), m et alli cit y ( Z / Z ⊙ = 0 .0 1 , 0 .1 , 1), a n d r a di al p o siti o n wit hi n a ( Mil k y-
W a y-li k e) g al a cti c p ot e nti al ( R g c / k p c = 2, 8, 2 0). C oll e cti v el y, t hi s si m ul ati o n s uit e c o v er s
t h e f ull p ar a m et er s p a c e of t h e Mil k y W a y G C s a n d c a pt ur e s t h e f or m ati o n of a v ari et y of
a st r o p h y si c al o bj e ct s i n cl u di n g G W s o ur c e s, X-r a y bi n ari e s, milli s e c o n d p ul s ar s, a n d bl u e
str a g gl e r s.
B y c o u pli n g a cl u st er a g e di stri b uti o n m o d el fr o m [ 3 4 4 ] wit h t h e B B H m er g er d el a y ti m e
di stri b uti o n s g at h er e d fr o m t h e C M C m o d el s, a r e ali sti c di stri b uti o n of d y n a mi c al B B H m e r g e r
ti m e s c a n b e a s s e m bl e d. I n [ 3 3 5 ], t hi s m et h o d w a s u s e d t o e sti m at e a B B H m er g er r at e of
r o u g hl y 2 0 G p c − 3 yr − 1 i n t h e l o c al u ni v e r s e ( a s s u mi n g all N, r v , Z, a n d R g c v al u e s ar e e q u all y
w ei g ht e d), c o n si st e nt wit h si mil a r r at e e sti m at e s fr o m ot h er r e c e nt st u di e s [ 3 4 5, 3 4 6, 3 4 7].
W hil e C O S M I C c a n pr o d u c e n e arl y ar bitr aril y l ar g e c at al o g s of c o m p a ct bi n ar y m er g er s, t h e
o ut p ut of C M C i s li mit e d b y t h e r el ati v el y hi g h c o m p ut ati o n al c o st s a s s o ci at e d wit h d y n a mi c al
N - b o d y si m ul ati o n s [3 3 7 ]. A s a r e s ult, t h e t ot al n u m b er of G W e v e nt s fr o m o ur s et of C M C
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m o d el s i s of or d er 1 0 4 c o m p ar e d t o s e v er al milli o n fr o m e a c h C O S M I C m o d el. T o miti g at e
t h e pr e s e n c e of s m all- s c al e fl u ct u ati o n s d u e t o fi nit e s a m pli n g, w hi c h m a y i n a d v ert e ntl y b e
l e a r n e d a n d r e pr o d u c e d b y o ur e m ul at or, w e s m o ot h t h e bi n ar y m a s s di stri b uti o n s gi v e n
b y e a c h C M C si m ul ati o n wit h a g a u s si a n k er n el u si n g s c i p y . s t a t s . g a u s s i a n k d e . T h e
s m o ot hi n g pr e s er v e s p h y si c al f e at ur e s i n t h e m a s s f u n cti o n s, s u c h a s hi g h- m a s s “ b u m p s ” d u e
t o r e p e at e d m e r g e r s, w hil e s m o ot hi n g o ut s m all u n w a nt e d s c al e fl u ct u ati o n s.
5. 2. 3 Mi x t u r e m o d el
I n a n i d e al s c e n ari o, a si n gl e m o d el w o ul d b e u s e d t o si m ult a n e o u sl y p r e di ct b ot h t h e
o b s er v a bl e pr o p erti e s a n d t h e m er g er r at e s of c o m p a ct bi n a ri e s a cr o s s all di ff er e nt f or m ati o n
c h a n n el s. I n t hi s c a s e, t h e mi xi n g fr a cti o n b et w e e n c h a n n el s w o ul d b e a dir e ct p r e di cti o n of
t h e m o d el, r e q uiri n g n o a d diti o n al f r e e p a r a m et er s. I n p r a cti c e, t h e c o m p a ct bi n ar y m er g e r
r at e s gi v e n b y b ot h C O S M I C a n d C M C a r e hi g hl y u n c ert ai n a n d p o s si bl y s u bj e ct t o s e v e r e
s y st e m ati c bi a s. T h er ef o r e, w h e n c o m bi ni n g si m ul ati o n s t o cr e at e a mi xt ur e m o d el b et w e e n
fi el d a n d cl u st er p o p ul ati o n s, w e d eli b er at el y i nt r o d u c e a fr e e p ar a m et er f c o nt r olli n g t h e
mi xi n g fr a cti o n:
p (m 1 , m2 , z|α, r v , f) = f p c o s mi c (m 1 , m2 , z|α )
+ ( 1 − f )p C M C (m 1 , m2 , z|r v ), ( 5. 1)
w h e r e p c o s mi c (m 1 , m2 , z) a n d p C M C (m 1 , m2 , z) a r e t h e p r o b a bilit y d e n siti e s o n t h e pri m ar y
m a s s m 1 , s e c o n d ar y m a s s m 2 ≤ m 1 , a n d r e d s hift z of B B H m er g er s pr e di ct e d b y C O S M I C a n d
C M C , r e s p e cti v el y. T hi s c h oi c e of mi xt ur e m o d el e n s ur e s t h at o u r c o n cl u si o n s ar e p h y si c all y
i nf or m e d b y t h e s h a p e s of t h e o b s er v e d m a s s a n d r e d s hift di stri b uti o n s, a n d n ot o n t h e r at e s
of bi n a r y m e r g er s. T h e p ar a m et er s of t h e mi xt ur e m o d el ar e s u m m ari z e d i n t a bl e 8. 1.
E a c h c o m bi n ati o n of h y p er- p ar a m et er s g e n eri c all y yi el d s a di ff er e nt di stri b uti o n of p ri m ar y
m a s s e s a n d m a s s r ati o s ( q = m 2 / m 1 ). S e v er al di ff e r e nt e x a m pl e s ar e s h o w n i n Fi g. 5. 1,
v ar yi n g t h e c o m m o n e n v el o p e e ffi ci e n c y α i n C O S M I C (l eft- h a n d si d e) a n d t h e i niti al cl u st er
vi ri al r a di u s r v i n C M C (ri g ht- h a n d si d e). L ar g er c o m m o n e n v el o p e e ffi ci e n ci e s, f or i n st a n c e,
p r o d u c e r el at vi el y l o w e r pri m ar y m a s s e s, w hil e cl u st er s wit h l ar g e r r v r et ai n m or e m a s si v e
B H s at l at e ti m e s a n d t h u s e x hi bit t h e hi g h- m a s s p e a k ar o u n d 8 0 M ⊙ d u e t o r e p e at e d B H
m er g er s.
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T a bl e 5. 1: E v e nt p a r a m et er s a n d h y p er- p ar a m et er s u s e d i n t hi s w or k.
E v e nt p ar a m et er s θ
m 1 ∈ [ 2.5 , 1 0 0] M ⊙ S o ur c e-fr a m e p ri m ar y m a s s of t h e bi n a r y
m 2 ∈ [ 2.5 , 1 0 0] M ⊙ S o ur c e-fr a m e s e c o n d ar y m a s s of t h e bi n a r y
z ∈ [ 0, 1 .2] R e d s hift of t h e bi n a r y
H y p er- p ar a m et er s λ
α ∈ [ 0.2 5 , 5]  C o m m o n e n v el o p e e ffi ci e n c y
r v ∈ [ 0.5 , 4] p c I niti al cl u st er viri al r a di u s
f ∈ [ 0, 1] Fr a cti o n of bi n ari e s fr o m fi el d-f or m ati o n c h a n n el
T h e s hift t o w ar d s l o w er pri m ar y m a s s e s wit h i n cr e a si n g c o m m o n e n v el o p e ej e cti o n e ffi ci e n c y
i s a r e s ult of i n cr e a s e d r at e s of m er g er s d uri n g t h e c o m m o n e n v el o p e p h a s e, b ef or e a B B H
f or m s. C O S M I C a s s u m e s t h at B H m a s s i s dir e ctl y c orr el at e d wit h pr o g e nit or m a s s, t h u s l o w er
m a s s B H s will h a v e l o w e r m a s s st ell ar pr o g e nit or s w hi c h e nt er c o m m o n e n v el o p e s i n cl o s er
or bit s r el ati v e t o hi g h er m a s s B H s a n d pr o g e nit or s. Si n c e t h e d el a y ti m e s f or m er gi n g B B H s
i n all of o u r m o d el s w hi c h o ri gi n at e fr o m p o st- c o m m o n- e n v el o p e bi n ari e s ar e s h ort e n o u g h
f o r t h e m aj orit y of t h e p o p ul ati o n t o m er g e wit hi n a f e w G yr at m o st ( e v e n wit h α = 5),
t h e m er g e r s of pr o g e nit or s w hi c h w o ul d f or m l o w e r m a s s B H s i s t h e d o mi n a nt e ff e ct w hi c h
s h a p e s t h e bl a c k h ol e pri m ar y m a s s s p e ctr u m. We n ot e t h at Fi g. 5. 1 s h o w s t h e pr o b a bilit y
di stri b uti o n i n pri m ar y m a s s, t h u s dir e ct c o m p ari s o n s of hi st o gr a m h ei g ht d o n ot r e fl e ct t h e
a b s ol ut e c o ntri b uti o n s of m o d el t o t h e o v er all r at e of m er gi n g B B H s.
I n t h e C M C m o d el s, t h e B H m a s s s p e ctr u m f e at u r e s t hr e e p r o mi n e nt p e a k s: t h e fir st at
r o u g hl y 1 0 − 2 0 M ⊙ d u e t o t h e a s s u m pti o n s c o n c er ni n g m a s s f all b a c k d u ri n g c or e c oll a p s e
[3 4 8 ], t h e s e c o n d at r o u g hl y 4 0 M ⊙ d u e t o t h e a s s u m pti o n s c o n c e r ni n g t h e p air-i n st a bilit y
[3 4 9 ], a n d t h e t hir d at r o u g hl y 7 0 − 8 0 M ⊙ d u e t o fi r st- g e n er ati o n- B H- m er g er pr o d u ct s
r et ai n e d i n t h eir h o st cl u st er p o st- m er g e r [ 2 4 4 ]. T h e fi r st t w o p e a k s ar e si mil arl y f o u n d
i n t h e C O S M I C m o d el s ( a s e x p e ct e d, gi v e n t h e s e p e a k s ar e f e at ur e s of si n gl e st ar e v ol uti o n
a s s u m pti o n s), w hil e t h e t hi r d p e a k i s u ni q u e t o t h e d y n a mi c al cl u st er e n vi r o n m e nt. T h e
s hift t o w ar d hi g h er pri m ar y m a s s e s at hi g h er r v i s a c o n s e q u e n c e of t h e e ff e ct of r v o n B H
cl u st e r d y n a mi c s. Pri m aril y d u e t o m a s s s e gr e g ati o n ar g u m e nt s, t h e m o st m a s si v e B H s
i n a cl u st er will, o n a v er a g e, b e t h e fir st t o b e ej e ct e d fr o m t h eir h o st cl u st er a n d m er g e
[3 3 5 , 3 3 8 ]. T h e l o w er- m a s s (≈ 1 0 − 1 5 M ⊙ ) B H s b e c o m e d y n a mi c all y a cti v e o nl y aft er t h e
m o st m a s si v e B H s h a v e b e e n ej e ct e d. F or s m all er i niti al r v , hi g h- m a s s B H s ar e d y n a mi c all y
p r o c e s s e d a n d ej e ct e d e arl y o n. T h er ef or e, i n t h e s e cl u st er s, hi g h- m a s s ( M ≳ 4 0 M ⊙ ) B H s,
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i n cl u di n g t h e s e c o n d- g e n er ati o n B H s wit h m a s s e s i n t h e p air-i n st a bilit y g a p, t y pi c all y m er g e
at hi g h r e d s hift l e a vi n g o nl y t h e l e a st m a s si v e B H s i n a n y si g ni fi c a nt q u a ntit y at l at e ti m e s
(l o w r e d s hift). M e a n w hil e, f or hi g h- r v cl u st er s, t h e i niti al r el a x ati o n ti m e i s l o n g er [ 3 5 0 ], s o
m a n y hi g h- m a s s B H s still r e m ai n a n d m a y m er g e at l at e ti m e s. T h u s, B B H m er g er s t e n d t o
h a v e hi g h er c o m p o n e nt m a s s e s f or hi g h er r v cl u st er s, a s s h o w n i n Fi g. 5. 1.
T h e m o st si g ni fi c a nt di ff er e n c e b et w e e n t h e t w o f or m ati o n c h a n n el s i s t h e e xi st e n c e o r
a b s e n c e of bl a c k h ol e s i n t h e u p p e r m a s s g a p, wit h m 1 ≳ 4 5 M ⊙ . All st ar s i n o ur si m ul ati o n s,
i n cl u di n g t h o s e f o r m e d i n G C s, ar e s u bj e ct t o PI S N e w hi c h r e s ult s i n a s h ar p m a s s c ut o ff
n e ar m 1 ≈ 4 5 M ⊙ f or all fir st g e n er ati o n B B H m er g er s. We n ot e t h at t h e a s s u m pti o n s f or
n e ut ri n o m a s s l o s s i n o u r C O S M I C a n d C M C m o d el s di ff er sli g htl y s u c h t h at t h e m a xi m u m
m a s s f or a fir st g e n er ati o n B B H c o m p o n e nt i s 4 4 .5 M ⊙ i n C O S M I C a n d 4 0 .5 M ⊙ i n C M C . T hi s
di ff e r e n c e ari s e s i n t h e c h oi c e f or n e utri n o m a s s l o s s t o c arr y a w a y a fi x e d 0 .5 M ⊙ or 1 0 %
of t h e c o m p a ct o bj e ct m a s s at f or m ati o n. O nl y hi er ar c hi c al m er g er s, w hi c h d o n ot o c c u r
i n o ur i s ol at e d bi n ar y si m ul ati o n s, c a n r e s ult i n B B H s wit h m a s s e s p oll uti n g t h e u p p e r
m a s s g a p. T hi s f a ct s er v e s a s t h e pri m ar y m e a n s of di s e nt a n gli n g f or m ati o n c h a n n el s a n d
m e a s u ri n g t h eir mi xi n g fr a cti o n f . Fi g u r e 5. 2, f o r e x a m pl e, s h o w s t h e t ot al m 1 a n d q
di stri b uti o n s r e s ulti n g fr o m c o m bi ni n g fi el d a n d cl u st er c h a n n el s, a s s u mi n g al p h a = 1 a n d
r v = 1 f or s e v er al di ff er e nt mi xi n g fr a cti o n s f , t h e e x a ct v al u e of w hi c h s e n siti v el y c o ntr ol s
t h e p r e v al e n c e of hi g h- m a s s s y st e m s. T h u s t h e r el ati v e n u m b er s of hi g h- a n d l o w- m a s s
bi n ari e s a m o n g G W T C- 2 s er v e s a s a s e n siti v e pr o b e of t h e tr u e v al u e of f .
5. 3 M e t h o d
I n t hi s s e cti o n, w e gi v e a bri ef s u m m ar y of t h e hi er ar c hi c al i nf er e n c e a n d d e e p l e ar ni n g
m et h o d s u s e d i n t hi s w or k. We r ef er t h e r e a d er s t o t h e c o m pr e h e n si v e d e s cri pti o n s i n e. g.
R ef s [ 1 9 1, 1 9 2, 2 6 5] f or a d diti o n al d et ail s.
Gi v e n d at a d s p a n ni n g a n u m b er N o b s of gr a vit ati o n al- w a v e d et e cti o n s, w e wi s h t o i nf er
t h e p o st eri or p (λ |d ) o n t h e h y p er p ar a m et er s λ g o v er ni n g t h eir p o p ul ati o n. A s s u mi n g t h at
t h e p o p ul ati o n i s d e s cri b e d a s a n i n h o m o g e n o u s P oi s s o n pr o c e s s, t h e p o st e ri or t a k e s t h e
f or m [ 2 6 5, 3 5 1]
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α = 0 .2 5
α = 1
α = 5
0 .0 0 .2 0 .4 0 .6 0 .8 1 .0
q
1 0 − 3
1 0 − 2
1 0 − 1
1 0 0
1 0 1
r v = 0 .5
r v = 2
r v = 4
Fi g ur e 5. 1: Di st ri b uti o n s of s o u r c e-fr a m e pri m ar y m a s s a n d m a s s r ati o f or all m er gi n g B B H s
f r o m t h e C O S M I C a n d C M C m o d el s. T h e l eft c ol u m n s h o w s t h e di stri b uti o n s f or di ff er e nt
c o m m o n e n v el o p e e ffi ci e n ci e s a n d m er gi n g B B H s fr o m C O S M I C o nl y, a n d t h e ri g ht c ol u m n
s h o w s t h e di stri b uti o n s f or di ff er e nt i niti al viri al r a dii w h e n w e o nl y c o n si d er B B H m er g er s
f r o m C M C .
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Fi g ur e 5. 2: T h e s o ur c e-fr a m e pri m ar y m a s s a n d m a s s r ati o di stri b uti o n f or all m er gi n g
B B H s i n t h e mi xt ur e m o d el. We fi x e d α = 1 a n d r v = 1 t h e n mi x t h e di stri b uti o n s wit h
t hr e e v al u e s of t h e mi xi n g fr a cti o n f = [ 0 .1 , 0 .5 , 0 .9]
p (λ |d ) ∝ π (λ ) e − α ( λ ) N ( λ ) N (λ ) N o b s
×
N o b s˜︁
i= 1
˜︁
p (d |θ i ) p p o p (θ i |λ )
α (θ i )
d θ i , ( 5. 2)
w h er e N (λ ) i s t h e i ntri n si c v ol u m e-i nt e gr at e d e v e nt r at e pr e di ct e d b y t h e m o d el, a n d N o b s
i s t h e n u m b er of o b s er v e d e v e nt i n t h e d at a. p (d |θ i ) i s t h e li k eli h o o d of t h e i-t h e v e nt i n t h e
o b s e r v e d c at al o g u e a n d π ( λ ) i s t h e p ri or o n o u r h y p er p a r a m et er s. M e a n w hil e, p p o p (θ i |λ )
i s t h e p r o b a bilit y d e n sit y f u n cti o n f or t h e e v e nt-l e v el p ar a m et er s θ i; t hi s f u n cti o n will b e
c o m p ut e d u si n g a n or m ali zi n g fl o w e m ul at or.
T h e t e r m α (λ ) i s k n o w n a s t h e s el e cti o n bi a s, a n d gi v e s t h e fr a cti o n of e v e nt s o n e e x p e ct s
t o d et e ct:
α (λ ) =
∫︂
p p o p (θ
′|λ )P d e t (θ
′)d θ ′. ( 5. 3)
w h e r e P d e t (θ
′ ) i s t h e pr o b a bilit y t h at a n e v e nt wit h s p e ci fi c p ar a m et e r s θ ′ i s s u c c e s sf ull y
d et e ct e d. I n p ri n ci pl e, o n e n e e d s t o i nj e ct a l ar g e a m o u nt of si g n al s a n d r e c o v er t h e m wit h a
s e a r c h pi p eli n e t o e sti m at e t h e s el e cti o n bi a s, w hi c h i s v er y c o m p ut ati o n all y e x p e n si v e. I n
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pr a cti c e, w e f oll o w t h e pr o c e d u r e d e s c ri b e d i n [ 1 5 , 3 5 2 ], r e w ei g hti n g a n i nj e cti o n c a m p ai g n
d o n e b y t h e L V K C t o c o m p ut e t h e s el e cti o n bi a s f or t h e O 1 2 + O 3 a c at al o g. We i nt er p o-
l at e N (λ ) a n d α ( λ ) a n d u s e t h e i nt er p ol at e d f u n cti o n d u ri n g t h e i nf er e n c e t o m a xi mi z e
c o m p ut ati o n al e ffi ci e n c y.
A s di s c u s s e d a b o v e, t h e a b s ol ut e m er g er r at e s pr e di ct e d b y t h e C O S M I C a n d C M C si m ul ati o n s
a r e li k el y s u bj e ct t o u n k n o w n s y st e m ati c u n c ert ai nti e s. We t h er ef or e m ar gi n ali z e t h e
p o st e ri or s h o w n i n E q. ( 6. 1 4) o v e r t h e i ntri n si c m er g er r at e, u si n g a pri or π (N ) ∝ 1 / N .
A d diti o n all y, w e d o n ot k n o w t h e u n d erl yi n g li k eli h o o d p (d |θ i ) f or e a c h c at al o g e v e nt, b ut
o nl y t h e p o st e ri o r p (θ i |d ) o bt ai n e d u n d er s o m e d ef a ult pri or π (θ i) a d o pt e d b y t h e L V K C
d u ri n g p ar a m et er e sti m ati o n. U n d er b ot h of t h e s e c o n diti o n s, E q. ( 6. 1 4) c a n b e w ritt e n
a s [ 8 6]
p (λ |d ) ∝ π (λ )
N o b s˜︁
i= 1
˜︁
p (θ i |d )
π (θ i )
p p o p (θ i |λ )
α (λ )
d θ i . ( 5. 4)
S p e ci fi c all y, t h e L V K C r el e a s e s t h eir e v e nt p o st eri or i n t h e f or m of di s cr et e s a m pl e s p r o d u c e d
b y t h ei r p ar a m et er e sti m ati o n pi p eli n e. Gi v e n t h e s e s a m pl e s, t h e i nt e gr al i n E q. ( 6. 1 5) c a n
b e e v al u at e d b y u si n g i m p ort a n c e s a m pli n g, w hi c h t ur n s t h e i nt e gr al i nt o a di s cr et e s u m
o v er t h e e v e nt p o st eri or P D F s a m pl e s
p (λ |d ) ∝ π (λ )






p p o p (
j θ i |λ )
π ( j θ i )α (λ )
. ( 5. 5)
w h er e j l a b el s t h e p o st eri or s a m pl e s of t h e i-t h e v e nt a n d S i i s t h e t ot al n u m b er of s a m pl e s
p e r e v e nt. T h e d ef a ult pri or u s e d i n t h e L V K C L A L I n f e r e n c e s oft w a r e [ 3 5 3 ] i s u nif or m i n
d et e ct o r-f r a m e m a s s e s a n d q u a dr ati c i n l u mi n o sit y di st a n c e, w h er e a s w e wi s h t o m o d el t h e
di st ri b uti o n s of s o u r c e-fr a m e m a s s e s a n d r e d s hift s. I n t e r m s of t h e s e d e si r e d c o or di n at e s,
t h e L A L I n f e r e n c e pri or t a k e s t h e f or m
π (m 1 , m2 , z) ∝ ( 1 + z )
2 D 2L (z )
˜︁
D c (z ) +
c ( 1 + z )
H (z )
˜︁
. ( 5. 6)
T o e v al u at e E q. ( 6. 1 7) , w e m a k e u s e of t h e p o st eri or s a m pl e s pr e s e nt e d i n R ef s. [1 8 1 ] a n d
[3 1 ] a n d r el e a s e d t hr o u g h t h e G r a vit ati o n al- W a v e O p e n S ci e n c e C e nt er [3 5 4 ]. I n p arti c ul ar,
w e u s e t h e “ P u b l i c a t i o n S a m p l e s ” d at a s et a s s o ci at e d wit h e a c h e v e nt, a n d r e stri ct t o t h e
4 4 e v e nt s wit h f al s e al ar m r at e s < 1 yr − 1 f oll o wi n g R ef. [ 1 5].
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T h e fi n al t er m w e n e e d f or e v al u ati n g E q. ( 6. 1 7) i s t h e di stri b uti o n of o b s e r v a bl e s pr e di ct e d
b y o u r si m ul ati o n p p o p (θ |λ ), w hi c h w e o bt ai n t hr o u g h tr ai ni n g a d e e p l e ar ni n g e m ul at or o n
t h e si m ul ati o n s. H er e w e gi v e t h e n et w or k-r el at e d h y p er p ar a m et er s f or r e p r o d u ci n g o u r r e s ult.
A d et ail e d di s c u s si o n of t h e ar c hit e ct ur e of t h e n e ur al n et w or k a n d of t h e tr ai ni n g pr o c e d ur e
c a n b e f o u n d i n R ef s. [ 1 9 1 , 1 9 2 ]. We t r ai n a m a s k e d a ut or e gr e s si v e fl o w n et w or k [2 6 4 ]
wit h 1 0 hi d d e n l a y e r s, e a c h l a y e r h a vi n g 1 0 2 4 u nit s wit h R e L U a cti v ati o n. We i n cl u d e 3
o b s er v a bl e s { m 1 , m2 , z} a n d 3 h y p e r- p ar a m et er s { f, α, r v } i n o u r t r ai ni n g, a s t a b ul at e d i n
T a bl e 8. 1. T h e tr ai ni n g s et c o nt ai n s 1 6 0 si m ul ati o n s wit h di ff er e nt c o m bi n ati o n s of 8 v al u e s
of α ∈ [ 0.2 5 , 5], 4 v al u e s of r v ∈ [ 0.5 , 4] a n d 5 v al u e s of f ∈ [ 0, 1]. E a c h si m ul ati o n h a s 1 0
5
e v e nt s, of w hi c h 8 0 % ar e r a n d o ml y c h o s e n o ur tr ai ni n g s et a n d 1 0 % f or b ot h v ali d ati o n
a n d t e st s et s. N ot e t h at w e f oll o w t h e L V K C c o n v e nti o n t o e nf o r c e m 1 > m 2 . We tr ai n
t h e n et w or k f or 1 0 0 e p o c h o n a N vi di a K 8 0 G P U t o e n s ur e c o n v er g e n c e. T h e c o d e f or t h e
n e ur al n et w or k i s w ritt e n i n p yt h o n wit h p y t o r c h [2 5 3 ]. E q. ( 6. 1 7) i s t h e n s a m pl e d u si n g
t h e M C M C p a c k a g e e m c e e [ 9 6] t o pr o d u c e t h e r e s ult s s h o w n i n t hi s w or k.
5. 4 R e s ul t
We i nf e r t h e h y p er- p ar a m et er s of E q. ( 5. 1) u si n g t h e p o st eri or s a m pl e s p u bli cl y r el e a s e d i n
s u p p o rt of G W T C- 1 [ 1 8 1 , 3 5 5 ] a n d G W T C- 2 [3 1 , 3 5 6 ], r e stri cti n g t o t h e 4 4 e v e nt s wit h
f al s e al ar m r at e s < 1 yr − 1 . O ur m ai n r e s ult s a r e s h o w n i n Fi g. 5. 3. A s s h o w n i n Fi g. 5. 1,
a c o m p o n e nt m a s s l ar g er t h a n ∼ 4 5 M ⊙ i s a si g n at ur e of G C-f o r m e d B B H s wit hi n o ur
t w o- c h a n n el m o d el. I n G W T C- 1, o nl y G W 1 7 0 7 2 9 h a s a s o ur c e-f r a m e pri m ar y m a s s e sti m at e
wit h a m e di a n l ar g er t h a n 4 5 M ⊙ . Wit h o nl y 1 0 e v e nt s i n G W T C- 1, t h e mi xi n g fr a cti o n i s
t h e r ef o r e r at h er u n c o n st r ai n e d, a n d t h e d at a s h o w a pr ef er e n c e f or a n e ar- e q u al mi xi n g of
t h e t w o p o p ul ati o n s i n st e a d of o n e d o mi n ati n g t h e ot h er ( gr e y 1 − D hi st o g r a m s). T hi s i s
n ot t h e c a s e f or G W T C- 2. T h er e ar e 8 e v e nt s wit h m e di a n s o ur c e-fr a m e pri m ar y m a s s e s
> 4 5 M ⊙ . T o g et h er wit h t h e e v e nt s fr o m G W T C- 1, 9 o ut of 4 4 e v e nt s p a s s t h e PI S N m a s s
g a p. T hi s b o o st i n n u m b er of hi g h m a s s e v e nt s si g ni fi c a ntl y s hift s t h e pr ef err e d v al u e of t h e
mi xi n g f r a cti o n t o w ar d t h e cl u st er f or m ati o n s c e n ari o. F or c o m p ari s o n, if w e i g n or e t h e 9
e v e nt s i n t h e PI S N m a s s g a p, t h e i nf err e d mi xi n g fr a cti o n b e c o m e s 0 .5 + 0 .4− 0 .2 8 . D e s pit e t hi s
pr ef er e n c e f o r cl u st e r f or m ati o n, t h e fi el d f o r m ati o n s c e n ari o c a n still c o ntri b ut e si g ni fi c a ntl y
t o t h e e ntir e o b s er v e d p o p ul ati o n. O ur 9 0 % c r e di bl e u p p er b o u n d o n t h e mi xi n g fr a cti o n i s
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Fi g ur e 5. 3: T h e p o st eri or di stri b uti o n of o ur m o d el i nf er r e d b y u si n g all B B H s u p t o
G W T C- 2. T h e c o nt o ur s r e pr e s e nt 5 0 % a n d 9 0 % c r e di bl e b o u n d s. T h e gr e y li n e s i n t h e 1 D
m a r gi n ali z e d r e s ult s ar e p o st eri o r di stri b uti o n i nf err e d b y u si n g o nl y B B H s i n G W T C- 1.
f = 0 .5 2 2 s u g g e sti n g t h at t h e c o ntri b uti o n fr o m t h e i s ol at e d c h a n n el c o ul d still s ur p a s s t h e
cl u st e r f or m ati o n c h a n n el.
O u r p o st eri or o n t h e c o m m o n e n v el o p e e ffi ci e n c y α s h o w s a mil d pr ef er e n c e t o w ar d s l o w er
v al u e s. O ur r el ati v e i n s e n siti vit y t o α i s d u e t o t w o e ff e ct s. Fir st, v ar yi n g α c h a n g e s t h e
m a s s di stri b uti o n s pr e di ct e d b y C O S M I C b y o nl y a f a ct or of a f e w, s o o n e n e e d m or e e v e nt s
f or t h e di ff er e n c e i n di stri b uti o n wit h di ff er e n c e α t o b e c o m e st ati sti c all y si g ni fi c a nt. S e c o n d,
si n c e t h e mi xi n g fr a cti o n f a v o ur s t h e cl u st er f or m ati o n c h a n n el o v e r t h e i s ol at e d f or m ati o n
c h a n n el, t h e e ff e cti v e n u m b er of e v e nt s w hi c h w a s u s e d t o c o n str ai n e d t h e c o m m o n e n v el o p e
e ffi ci e n c y i s e v e n s m all er.
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I n c o ntr a st, t h e i niti al cl u st er vi ri al r a di u s r v i s r e a s o n a bl y w ell- c o n str ai n e d, si n c e o ur m o d ul e
s u g g e st s t h at m or e B B H m er g er s ori gi n at e i n G C s t h a n i n i s ol ati o n. T h er e ar e 5 e v e nt s
wit h a c o m p o n e nt m a s s l ar g er t h a n 6 0 M ⊙ , w hi c h m a k e u p m or e t h a n 1 0 % of t h e e ntir e
d at a s et. A s cl u st e r s wit h l ar g er i niti al viri al r a dii t e n d t o yi el d m or e m a s si v e m er g er s at
hi g h er r e d s hift (i n cl u di n g hi er ar c hi c al m er g er s wit h m a s s e s i n t h e p air-i n st a bilit y g a p), t h e
e x c e s s of hi g h- m a s s e v e nt s hi nt s t h at t h e m aj orit y of cl u st er s m a y h a v e b e e n b or n wit h
m o d er at el y l ar g e viri al r a di u s ( w e pr e di ct a m e di a n v al u e of 2 .7 1 p c). We al s o fi n d t h e
c o n str ai nt o n r v c orr el at e s wit h f mil dl y. B y t a ki n g a t hi n bi n of p o st eri or s a m pl e s wit h
f = 0, w e f o u n d t h e m e di a n a n d st a n d ar d d e vi ati o n of r v ar e ( 2 .7 9 , 0 .4 4); Wit h f = 0 .5, t h e
m e di a n a n d st a n d ar d d e vi ati o n of r v ar e ( 2 .6 5 , 0 .6 4). W hil e t h e s hift of m e di a n i s r at h e r
i n si g ni fi c a nt, t h e p o st eri or di stri b uti o n i s l e s s c o n str ai n e d w h e n mi x e d wit h C O S M I C (f > 0)
b e c a u s e w e h a v e l e s s e ff e cti v e e v e nt s t o c o n str ai n C M C .
Fi g u r e 5. 4 s h o w s o ur i nf err e d pri m ar y m a s s di stri b uti o n, m ar gi n ali z e d o v er o ur p o st e ri or
o n f , α , a n d r v . F or c o m p ari s o n, t h e li g ht bl u e b a n d i n di c at e s t h e m a s s s p e ctr u m i nf er r e d
b y t h e L V C u si n g t h eir p h e n o m e n ol o gi c al “ M ulti- P e a k ” m o d el, w h er e t h e pri m ar y m a s s
di stri b uti o n i s m o d el e d a s t h e s u p er p o siti o n of a p o w e r l a w wit h t w o a d diti o n al G a u s si a n s
t h at c a n c a pt ur e t h e o n s et of p air i n st a bilit y a n d t h e pr e s e n c e of hi g h- m a s s hi er ar c hi c al
m er g er s, if pr e s e nt [ 1 5 ]. D e s pit e t h eir v er y di ff er e nt p ar a m et ri z ati o n s, b ot h m o d el s yi el d
q u alit ati v el y si mil a r str u ct ur e at m o d er at e a n d hi g h m a s s e s: a st e e p dr o p n e ar ∼ 4 5 M ⊙
( c orr e s p o n di n g t o t h e o n s et of t h e p air i n st a bilit y m a s s g a p i n o ur m o d el) f oll o w e d b y a
pl at e a u a n d p o s si bl e s e c o n d ar y p e a k n e ar 8 0 M ⊙ d u e t o s e c o n d- g e n er ati o n m er g er s i n G C s.
5. 5 Di s c u s si o n
Pr e vi o u s a n al y s e s [ 3 3 5 , 3 5 7 ] h a v e s h o w n a cl u st er’ s i niti al r v pl a y s a pr o mi n e nt r ol e i n t h e
cl u st e r’ s l o n g-t er m d y n a mi c al e v ol uti o n. I n p arti c ul ar, G C s b or n wit h s m all e r i niti al r v
( a n d t h u s s h ort er r el a x ati o n ti m e s), ar e m o r e li k el y t o h a v e u n d er g o n e c o r e c oll a p s e b y t h e
p r e s e nt d a y. I n t hi s c a s e, t h e r el ati v e r ati o of c or e- c oll a p s e d t o n o n- c or e- c oll a p s e d G C s
o b s er v e d at p r e s e nt m a y pr o vi d e a c o m pl e m e nt ar y c o n str ai nt u p o n t h e i niti al r v di stri b uti o n
[3 3 5 ]. T a ki n g t h e Mil k y W a y G C s a s a r e pr e s e nt ati v e s a m pl e, r o u g hl y 8 0 % of cl u st er s h a v e
w ell- r e s ol v e d c or e s (i. e., ar e n o n- c or e- c oll a p s e d) at p r e s e nt [ 3 5 8 ], p ot e nti all y hi nti n g t h at
r el ati v el y l ar g e i niti al r v ar e t y pi c al, c o n si st e nt wit h t h e pr e di cti o n s fr o m o ur G W T C- 2
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Fi g ur e 5. 4: T h e p ri m ar y m a s s di stri b uti o n ( s h a d e d gr e y) i nf err e d b y o ur mi xt u r e m o d el.
S p e ci fi c all y, t h e s h a d e d b a n d s h o w s t h e c e ntr al 9 0 % c r e di bl e b o u n d o n p (m 1 ) a s a f u n cti o n of
pri m ar y m a s s, w hil e t h e s oli d li n e m ar k s t h e p o p ul ati o n pr e di cti v e di stri b uti o n: t h e i nf er r e d
p r o b a bilit y di stri b uti o n o n m 1 aft er m a r gi n ali z ati o n o v er t h e fi el d- cl u st er mi xi n g fr a cti o n
f , c o m m o n e n v el o p e e ffi ci e n c y α , a n d i niti al cl u st er viri al r a di u s r v . F or c o m p ari s o n, t h e
s h a d e d bl u e b a n d m ar k s t h e a n al o g o u s r e s ult o bt ai n e d b y t h e L V C u n d er t h eir “ M ulti- P e a k ”
m a s s m o d el; t h e d a s h e d bl u e li n e i s t h e c orr e s p o n di n g p o p ul ati o n pr e di cti v e di stri b uti o n.
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T a bl e 5. 2: E v e nt r at e s f or e a c h h y p er- p ar a m et er a n d f or m ati o n s c e n ari o. R at e s ar e gi v e n f or
z < 0 .1 a n d i n c o m o vi n g v ol u m e p er ti m e.
I s ol at e d bi n ari e s
α 0. 2 5 0. 5 0. 7 5 1 2 3 4 5
Γ α [ G p c
− 3 yr − 1 ] 6 3. 8 6 2. 5 6 6. 5 7 2. 2 7 6. 6 7 5. 1 7 3. 9 7 2. 1
Gl o b ul a r cl u st er s
r v [ p c] 0. 5 1 2 4
Γ r v [ G p c
− 3 yr − 1 ] 3 1. 6 2 6. 8 2 0. 9 8. 7
i nf er e n c e.
T h e r e a r e a n u m b er of a s s u m pti o n s m a d e i n t hi s w or k t h at c a n b e i m pr o v e d u p o n i n t h e
f ut ur e. T o s af e g u ar d a g ai n st s y st e m ati c m o d el u n c ert ai nti e s, w e d o n ot i n cl u d e m er g er r at e s
i n o u r i nf e r e n c e. F or c o m pl et e n e s s, w e r e p ort t h e c o m o vi n g m er g e r r at e at z < 0 .1 u n d e r
e a c h f or m ati o n c h a n n el a n d h y p er- p ar a m et er c h oi c e i n T a bl e 5. 2. T h e l o c al m er g er r at e s
fr o m t h e i s ol at e d f or m ati o n c h a n n el ar e li e n e ar t h e m a xi m u m v al u e of t h e 9 0 % c o n fi d e n c e
i nt er v al s of t h e r e p ort e d m er g e r r at e s i nf err e d fr o m G W T C- 2 of 2 3.9 + 1 4 .9− 8 .6 G p c
− 3 yr − 1 . T hi s
ill u st r at e s a p ot e nti al s y st e m ati c bi a s i n t h e ot h er p ar a m et er s w hi c h d e fi n e t h e i s ol at e d
bi n ar y f or m ati o n m o d el s. I n p arti c ul a r, C O S M I C a s s u m e s t h at n at al ki c k s f or B H s ar e dr a w n
fr o m a M a x w elli a n di stri b uti o n wit h σ = 2 6 5 k m / s a n d t h e n w ei g ht e d b y t h e a m o u nt of m a s s
t h at f all s b a c k o nt o t h e pr ot o- c o m p a ct- o bj e ct d uri n g f or m ati o n [ 3 4 8 ]. If str o n g e r ki c k s ar e
a s s u m e d, B B H s wit h l o w er m a s s e s will pr ef er e nti all y b e u n b o u n d, alt eri n g b ot h t h e m er g er
r at e a n d m a s s di stri b uti o n s i n t h e i s ol at e d f or m ati o n s c e n ari o [ 1 9 1 , 3 5 9 , 3 6 0 ]. C O S M I C al s o
a s s u m e s t h at st a bl e R o c h e- o v er fl o w m a s s tr a n sf er i s c o n s er v ati v e, w hi c h m a y o v er pr e di ct
t h e or bit al e v ol uti o n of a m a s s tr a n sf e rri n g bi n ar y [ 3 6 1 ]. T hi s i s f urt h er c o m p o u n d e d b y o ur
u n c ert ai n c h oi c e, f oll o wi n g [ 3 6 2 ], of t h e m a s s r ati o s f or w hi c h m a s s t r a n sf er i s a s s u m e d t o b e
d y n a mi c all y u n st a bl e l e a di n g t o a c o m m o n e n v el o p e. If m a s s tr a n sf er pr o c e e d s st a bl y f or a
wi d er r a n g e of m a s s r ati o s, f e w er s y st e m s will e x p eri e n c e dr a m ati c or bit al ti g ht e ni n g d uri n g
c o m m o n e n v el o p e, p ot e nti all y l o w eri n g pr e di ct e d m er g er r at e s. We l e a v e a f ull st u d y of t h e
c o m bi n e d e ff e ct s of B H n at al ki c k s, c o m m o n e n v el o p e, m a s s t r a n sf er st a bilit y, a n d a c cr eti o n
e ffi ci e n c y t o a f ut ur e st u d y.
Alt h o u g h t h e r at e e sti m at e s fr o m cl u st er s s h o w n i n T a bl e 5. 2 m at c h w ell t h e r e p ort e d
c o m o vi n g r at e i nf err e d fr o m G W T C- 2, t h e cl u st er e sti m at e s al s o f e at ur e s e v er al u n c ert ai nti e s.
A m aj o r u n c ert ai nt y i s t h e a s s u m e d cl u st er f or m ati o n hi st or y. O b s er v ati o n s of y o u n g st ell ar
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cl u st e r s i n t h e l o c al u ni v er s e [ 3 6 3 ] i n di c at e t h at i niti al cl u st er viri al r a dii ar e r o u g hl y
i n d e p e n d e nt of cl u st er birt h ti m e a n d m et alli cit y, h o w e v er t hi s i s hi g hl y u n c ert ai n. If r v
d o e s v ar y wit h cl u st er birt h ti m e, it m a y s u b st a nti all y a ff e ct t h e c o n cl u si o n s of t hi s st u d y.
F urt h er m or e, t h e cl u st er birt h ti m e di stri b uti o n it s elf i s hi g hl y u n c ert ai n. C urr e nt t h e ori e s
of cl u st e r f or m ati o n f all i nt o t w o m ai n c at e g ori e s: cl u st er s f or m e d t hr o u g h a cti v e st ar
f or m ati o n [3 4 4 , 3 6 4 ] a n d cl u st e r s f or m e d d u e t o t h e c oll a p s e of d ar k m att e r h al o s d uri n g or
b ef o r e t h e e p o c h of r ei o ni z ati o n [ 3 6 5 ]. H e r e, w e h a v e a s s u m e d t h e f o r m er s c e n ari o b ut if a
l ar g e p o p ul ati o n of pr e s e nt- d a y G C s w er e i n st e a d b or n d uri n g r ei o ni z ati o n, o ur r e s ult s m a y
a g ai n c h a n g e si g ni fi c a ntl y. F ut ur e w or k s h o ul d c o n si d er m or e c ar ef ull y t h e v a ri o u s p o s si bl e
a s s u m pti o n s r e g a r di n g cl u st er f or m ati o n s c e n a ri o s a n d t h e d e p e n d e n c e of cl u st er pr o p e rti e s
s u c h a s r v o n t h e s e v ari o u s s c e n ari o s.
T h e r e a r e m a n y v al u a bl e r o ut e s b y w hi c h t hi s p r e s e nt a n al y si s m a y b e e x p a n d e d i n t h e
f ut u r e. A s f e at ur e s i n t h e B B H s pi n di stri b uti o n b e gi n t o b e r o b u stl y r e s ol v e d [ 1 5 , 2 3 4 ,
3 6 6 , 3 6 7 , 3 6 8 , 3 6 9 ], f ut ur e a n al y s e s c a n i n c or p or at e s pi n m e a s ur e m e nt s al o n g si d e m a s s a n d
r e d s hift. F ut ur e m e a s ur e m e nt s of or bit al e c c e ntri cit y m a y a d diti o n all y h el p t o di s cri mi n at e
b et w e e n f o r m ati o n s c e n ari o s [ 3 4 0 , 3 7 0 , 3 7 1 ]. Fi n all y, d u e t o t h e still m o d er at e n u m b er
of e v e nt s, i n t hi s w or k w e r e stri ct e d p ur el y t o B B H s a n d c o n si d er e d o nl y C E a n d G C
f or m ati o n, n e gl e cti n g ot h er pr o p o s e d f or m ati o n c h a n n el s s u c h a s pri m or di al B H s, n u cl e ar
st ar cl u st e r s, o p e n cl u st er s, st ell ar tri pl e s, a n d A G N di s k s; f ut ur e a n al y si s c a n i n c or p or at e
a g r e at e r di v e r sit y of f or m ati o n s c e n a ri o s, a s i n R ef. [ 3 6 9 ], a n d s e e k t o s elf- c o n si st e ntl y
i n cl u d e n e utr o n st ar a n d n e utr o n st ar- bl a c k h ol e bi n ari e s al o n g si d e B B H s. We n ot e t h at o u r
r e s ult s, w hi c h f a v or B B H f o r m ati o n i n G C s, ar e i n sli g ht t e n si o n wit h t h o s e of R ef. [ 3 6 9 ],
w hi c h i d e nti fi e s a pr ef er e n c e f or C E e v ol uti o n. T hi s t e n si o n m a y b e d u e t o a n u m b er of
di ff er e n c e s i n t h e u n d erl yi n g m o d el s a n d d at a a n al y si s m et h o d s u s e d, i n cl u di n g t h e m et h o d s
f o r e sti m ati n g s el e cti o n e ff e ct s ( w e a d o pt a pi p eli n e- b a s e d f al s e al ar m t hr e s h ol d, c o m p ar e d
t o t h e o pti m al si g n al-t o- n oi s e t hr e s h ol d e m pl o y e d i n R ef. [ 2 4 6 ]), t h e n u m b er of f or m ati o n
c h a n n el s c o n si d er e d, t h e br o a d er c o v er a g e of r v i n o ur C M C m o d el s ( o ur i nf err e d v al u e of
r v ≈ 2 .7 p c i s o ut si d e t h e r v r a n g e c o n si d er e d i n R ef. [ 2 4 6 ]), a n d o u r u ni q u e a bilit y t o
c o nti n u o u sl y s a m pl e o v e r ot h er wi s e di s cr eti z e d p ar a m et er s li k e α a n d r v .
T o c o n cl u d e, w e h a v e e xtr a ct e d t h e mi xi n g fr a cti o n of B B H s f or m e d i n i s ol at e d bi n ari e s
a n d G C s w hil e si m ult a n e o u sl y pl a ci n g c o nti n u o u s c o n str ai nt s o n t h e c h a n n el- s p e ci fi c h y p er-
p a r a m et e r s, n ot a bl y t h e i niti al viri al r a di u s of G C s w h er e t h e B B H s w er e f or m e d. O u r
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w o r k m a r k s a n i m p o rt a nt mil e st o n e of l e ar ni n g a str o p h y si c s fr o m p o p ul ati o n s of o b s er v e d
G W e v e nt s. I n st e a d of c o n str ai ni n g a p h y si c s- a g n o sti c p h e n o m e n ol o gi c al m o d el, w e u s e
a p o p ul ati o n of G W e v e nt s t o pl a c e c o n str ai nt s o n p h y si c al p ar a m et er s s u c h a s mi xi n g
fr a cti o n dir e ctl y. F urt h er m or e, o ur m o d el s u g g e st s t h at t h e G C pr o p erti e s i nf err e d fr o m t h e
d et e ct e d G W p o p ul ati o n ar e c o n si st e nt wit h el e ctr o m a g n eti c o b s er v ati o n s of pr e s e nt- d a y
G C s, n ot a bl y cl u st er c or e r a dii di stri b uti o n s. T hi s r e s ult m a y b e r e a dil y c o m p ar e d wit h
ot h er i n d e p e n d e nt m e a s u r e m e nt s t o t e st t h e ori e s of G C f o r m ati o n a n d e v ol uti o n. A s t h e
n u m b er of G W d et e cti o n s i n c r e a s e s i n t h e f ut ur e a n d t h e o r eti c al m o d el s i m p r o v e, o n e c a n
a p pl y t h e s a m e m et h o d ol o g y t o di s c o v er a n d t e st a pl et h or a of a st r o p h y si c al t h e ori e s m or e
p r e ci s el y.
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C o n s t r ai ni n g t h e p ri m o r di al bl a c k
h ol e s c e n a ri o wi t h B a y e si a n
i nf e r e n c e a n d m a c hi n e l e a r ni n g:
t h e G W T C- 2 g r a vi t a ti o n al w a v e
c a t al o g
Pri m or di al bl a c k h ol e s ( P B H s) mi g ht b e f or m e d i n t h e e arl y U ni v er s e a n d c o ul d c o m pri s e
at l e a st a fr a cti o n of t h e d ar k m att e r. U si n g t h e r e c e ntl y r el e a s e d G W T C- 2 d at a s et fr o m
t h e t hir d o b s e r vi n g r u n of t h e LI G O- Vir g o C oll a b or ati o n, w e i n v e sti g at e w h et h er c urr e nt
o b s er v ati o n s ar e c o m p ati bl e wit h t h e h y p ot h e si s t h at all bl a c k h ol e m er g er s d et e ct e d s o f ar
ar e of pri m or di al ori gi n. We c o n str ai n P B H f or m ati o n m o d el s wit hi n a hi er ar c hi c al B a y e si a n
i nf er e n c e fr a m e w or k b a s e d o n d e e p l e ar ni n g t e c h ni q u e s, fi n di n g b e st- fit v al u e s f or di sti n cti v e
f e at u r e s of t h e s e m o d el s, i n cl u di n g t h e P B H i niti al m a s s f u n cti o n, t h e fr a cti o n of P B H s i n
d a r k m att er, a n d t h e a c c r eti o n e ffi ci e n c y. T h e p r e s e n c e of s e v er al s pi n ni n g bi n ari e s i n t h e
G W T C- 2 d at a s et f a v or s a s c e n ari o i n w hi c h P B H s a c cr et e a n d s pi n u p. O u r r e s ult s i n di c at e
t h at P B H s m a y c o m pri s e o nl y a fr a cti o n s m all e r t h a n 0 .3 % of t h e t ot al d ar k m att er, a n d
t h at t h e pr e di ct e d P B H a b u n d a n c e i s still c o m p ati bl e wit h ot h er c o n str ai nt s.
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6. 1 I n t r o d u c ti o n
Gr a vit ati o n al w a v e ( G W) a str o n o m y i s r e s h a pi n g o ur u n d er st a n di n g of t h e U ni v er s e. W h e n
t a k e n i n di vi d u all y, t h e bl a c k h ol e ( B H) bi n ar y m er g e r e v e nt s a n n o u n c e d b ef or e O ct o b e r 2 0 2 0
b y t h e LI G O- Vir g o C oll a b or ati o n ( L V C) [ 3 2 , 3 3 , 1 8 1 , 3 7 2 ] h a v e fir ml y d e m o n str at e d t h at B H s
f or m bi n ari e s t h at c a n m er g er wit hi n a H u b bl e ti m e; t h at at l e a st s o m e of t h e m h a v e n o n z e r o
s pi n s, p o s si bl y i n d u ci n g pr e c e s si o n i n t h e or bit al m oti o n ( s e e e. g. [ 3 7 2 ]); a n d t h at t h e y c a n
e xi st i n m a s s r a n g e s t h at c h all e n g e t h e c urr e nt st ell ar-f or m ati o n p ar a di g m [ 3 2 , 3 3 , 3 7 2 ].
Fi n all y, t h eir c o al e s c e n c e si g n al i s f ull y c o n si st e nt wit h t h e pr e di cti o n s of g e n er al r el ati vit y,
p r o vi di n g n o v el a n d stri n g e nt b o u n d s o n m o di fi e d gr a vit y t h e ori e s [ 2 3 3, 2 9 8, 3 7 3].
T h e r e c e ntl y r el e a s e d G W T C- 2 d at a s et fr o m t h e fir st p art of t h e t hir d o b s er vi n g r u n
( O 3 a) [ 3 1 ] m a r k s t h e o n s et of a tr a n siti o n fr o m i n di vi d u al- e v e nt a n al y s e s t o p o p ul ati o n
st u di e s: t h e n u m b er of B H m er g er e v e nt s d et e ct e d s o f ar h a s m or e t h a n q u a dr u pl e d c o m p ar e d
t o t h e O 1- O 2 r u n s, m a ki n g p o p ul ati o n st u di e s p arti c ul arl y r el e v a nt [ 1 5].
M e a n w hil e, G W o b s er v ati o n s h a v e r e n e w e d i nt er e st i n tr yi n g t o u n d er st a n d t h e n at ur e
of t h e o b s er v e d p o p ul ati o n of B H s, fr o m a n a str o p h y si c al, c o s m ol o gi c al, a n d t h e o r eti c al
st a n d p oi nt [ 3 7 4].
T h e t w o m o st p o p ul a r a str o p h y si c al f or m ati o n c h a n n el s a r e i s ol at e d bi n ar y e v ol uti o n i n t h e
fi el d a n d d y n a mi c al f or m ati o n i n cl u st er s ( s e e e. g. [ 3 7 5 , 3 7 6 ] f or r e vi e w s). F or i s ol at e d bi n ari e s,
a c o m m o n- e n v el o p e p h a s e i n b et w e e n t h e f or m ati o n of t h e t w o B H s i s u s u all y i n v o k e d t o
h ar d e n t h e bi n ar y a n d c at al y z e m er g er s. Alt er n ati v el y, d y n a mi c al c h a n n el s pr e di ct t h at
bi n ar y B H s f or m a n d h ar d e n t hr o u g h t hr e e- b o d y e n c o u nt er s i n d e n s e st ell ar cl u st e r s. Ot h er
p o p ul a r bi n ar y B H f or m ati o n s c e n ari o s i n cl u d e c h e mi c all y h o m o g e n o u s e v ol uti o n [ 3 7 7 , 3 7 8 ],
A G N di s k s [ 3 7 9 , 3 8 0 , 3 8 1 ], a n d s e c ul ar i nt er a cti o n s i n tri pl e s y st e m s [3 8 2 , 3 8 3 , 3 8 4 ]. Di ff er e nt
f o r m ati o n p at h w a y s l e a v e di ff er e nt i m pri nt s o n t h e pr o p erti e s of t h e bi n ar y B H p o p ul ati o n,
i n cl u di n g t h e bi n ar y m a s s e s, s pi n s, e c c e ntri citi e s, a n d r e d s hift e v ol uti o n. M e a s uri n g t h e s e
di stri b uti o n s i nf or m s u s o n t h e e n vir o n m e nt i n w hi c h bi n a r y B H s f o r m a n d e v ol v e [ 1 9 0 , 2 3 2 ,
2 4 0, 2 4 2, 2 4 6].
I n t hi s p a p er w e will f o c u s o n a n ot h er i nt er e sti n g p o s si bilit y: t h at s o m e of (if n ot all) t h e
d et e ct e d B H bi n ari e s ar e of p ri m or di al ori gi n, i. e. t h e y ar e c o m p o s e d of p ri m or di al bl a c k
h ol e s ( P B H s), w h o s e f or m ati o n t o o k pl a c e i n t h e e a rl y e p o c h s of t h e U ni v er s e ( s e e R ef s. [ 1 7 5 ,
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1 8 0 , 3 8 5 ] f o r r e c e nt r e vi e w s). T hi s s c e n ari o i s al s o m oti v at e d b y t h e f a ct t h at P B H s c o ul d
c o m pri s e t h e e ntir et y ( or a fr a cti o n) of t h e d ar k m att er ( D M) i n t h e U ni v er s e, a n d s e v er al
st u di e s o n t h e c o nfr o nt ati o n b et w e e n t h e P B H s c e n ari o a n d G W d at a h a v e b e e n p erf or m e d s o
f ar i n t h e lit er at ur e [1 6 9 , 1 7 6 , 3 8 6 , 3 8 7 , 3 8 8 , 3 8 9 , 3 9 0 , 3 9 1 , 3 9 2 , 3 9 3 , 3 9 4 , 3 9 5 , 3 9 6 , 3 9 7 , 3 9 8 ].
O u r ai m i s t o c o n str ai n P B H p o p ul ati o n m o d el s u si n g t h e e ntir e d at a s et of B H bi n ari e s
r e p ort e d i n t h e G W T C- 2. We s h all d o s o b y a p pl yi n g hi er ar c hi c al B a y e si a n i nf er e n c e b a s e d
o n d e e p l e a r ni n g t e c h ni q u e s t o fi n d t h e b e st- fit p a r a m et er s of t h e P B H m o d el (i n cl u di n g
t h e P B H a b u n d a n c e), w hi c h c a n b e t h e n c o nfr o nt e d t o c o n str ai nt s c o mi n g fr o m ot h er
o b s er v ati o n s.
T h e o utli n e of t hi s p a p er i s a s f oll o w s. I n S e c. 6. 2 w e d e s c ri b e t h e P B H si m ul ati o n s u s e d i n
t hi s st u d y. I n S e c. 6. 3 w e r e vi e w t h e d at a a n al y si s pi p eli n e, a n d i n S e c. 6. 4 w e a p pl y it t o
p u bli c L V C G W T C- 2 d at a. I n S e c. 6. 5 w e c o m p ar e G W c o n str ai nt s o n t h e fr a cti o n of P B H s
i n D M wit h t h o s e c o mi n g fr o m ot h e r o b s er v ati o n s. I n S e c. 1 1. 4 w e s u m m ari z e o ur fi n di n g s
a n d hi g hli g ht f ut ur e r e s e ar c h dir e cti o n s. T hr o u g h o ut t hi s p a p er w e u s e g e o m etri c al u nit s
(G = c = 1).
6. 2 K e y P r e di c ti o n s of t h e P B H s c e n a ri o
I n t hi s s e cti o n w e r e vi e w t h e m ai n t h e or eti c al pr e di cti o n s f or t h e P B H s c e n ari o. M or e
t e c h ni c al d et ail s c a n b e f o u n d i n R ef. [ 3 9 3 ] a n d r ef e r e n c e s t h er ei n. Aft er r e vi e wi n g P B H
f or m ati o n, w e r e p o rt t h e k e y st e p s n e c e s s ar y t o c o m p ut e t h e m er g e r r at e, d e p e n di n g o n
t h e P B H m a s s f u n cti o n a n d a b u n d a n c e. We al s o s u m m ari z e o ur m o d el f or a c cr eti o n o nt o
P B H s i n bi n ari e s, b e c a u s e a c cr eti o n h a s b e e n s h o w n t o a ff e ct i n a criti c al w a y t h e m a s s
r ati o, s pi n s, m er g e r r at e, a n d o v er all a b u n d a n c e of t h e P B H p o p ul ati o n [ 1 7 9, 2 0 8, 3 9 3].
T h er e ar e s e v er al m o d el s gi vi n g ri s e t o a c o s m ol o gi c all y si g ni fi c a nt p o p ul ati o n of P B H s. I n t h e
m o st li k el y s c e n ari o, t h e f or m ati o n of P B H s o c c ur s fr o m t h e c oll a p s e of l ar g e o v er d e n siti e s i n
t h e pri m or di al U ni v er s e, w h e n r a di ati o n d o mi n at e s t h e e n er g y d e n sit y b u d g et [ 3 9 9 , 4 0 0 , 4 0 1 ].
T h e f o r m ati o n of a P B H of m a s s m t a k e s pl a c e d e e p i n t h e r a di ati o n- d o mi n at e d er a at a
t y pi c al r e d s hift z i ≃ 2 · 1 0
1 1 (m / M ⊙ )
− 1 / 2 . T h e r e s ulti n g m a s s di stri b uti o n d e p e n d s o n t h e
c h ar a ct eri sti c si z e a n d st ati sti c al pr o p e rti e s of t h e d e n sit y p ert ur b ati o n s, dir e ctl y c o n n e ct e d
t o t h e c u r v at ur e p ert ur b ati o n s pr o d u c e d d u ri n g t h e i n fl ati o n ar y e p o c h. A u s ef ul m o d el-
7 9
C H A P T E R 6.
i n d e p e n d e nt p ar a m etri z ati o n of t h e m a s s f u n cti o n at t h e f or m ati o n r e d s hift z i ( h er e a n d
b el o w w e will u s e a s u b s cri pt “i ” t o i n di c at e q u a ntiti e s e v al u at e d at t h e f or m ati o n e p o c h) i s
r e p r e s e nt e d b y t h e l o g- n or m al f u n cti o n
ψ (m, z i) =
1
√








i n t e r m s of it s wi dt h σ a n d r ef e r e n c e m a s s s c al e M c . S u c h a m a s s f u n cti o n d e s c ri b e s a
p o p ul ati o n ari si n g f r o m a s y m m etri c p e a k i n t h e p o w er s p e ctr u m of c ur v at ur e p ert ur b ati o n s
a n d c a pt u r e s a wi d e v ari et y of m o d el s [ 4 0 2, 4 0 3].
Si n c e l a r g e p ert u r b ati o n s t e n d t o h a v e n e arl y- s p h eri c al s h a p e [ 4 0 4 ] a n d t h e c oll a p s e t a k e s
pl a c e i n a r a di ati o n- d o mi n at e d U ni v er s e, t h e i niti al a di m e n si o n al s pi n p ar a m et er χ ≡ | J |/ m 2
i s e x p e ct e d t o b e b el o w t h e p er c e nt l e v el [ 4 0 5, 4 0 6], wit h t h e c h ar a ct eri sti c v al u e gi v e n b y
χ i ∼ 1 0
− 2
∫︂
1 − γ 2 , ( 6. 2)
i n t er m s of t h e wi dt h p ar a m et er γ of t h e p o w er s p e ctr u m [ 4 0 5].
D u ri n g t h e c o s m ol o gi c al hi st or y, P B H s i n bi n ari e s m a y u n d er g o a p eri o d of si g ni fi c a nt
b ar y o ni c m a s s a c cr eti o n, w hi c h i m p a ct s t h eir i n di vi d u al m a s s e s [ 4 0 7 , 4 0 8 , 4 0 9 ] a n d s pi n s [2 0 8 ,
3 9 3 , 4 1 0 ]. A s t h e t y pi c al si z e of a bi n a r y i s s m all e r t h a n it s c orr e s p o n di n g B o n di r a di u s, t h e
i nf all of g a s i s dri v e n b y t h e bi n ar y s y st e m a s a w h ol e. T hi s m e a n s t h at b ot h P B H s e x p eri e n c e
a c c r eti o n fr o m t h e g a s wit h a n e n h a n c e d d e n sit y. A c cr eti o n o nt o t h e t w o i n di vi d u al P B H s
i s al s o m o d ul at e d b y t h eir m a s s e s a n d or bit al v el o citi e s. B y d e fi ni n g t h e m a s s r ati o a s
q ≡ m 2 / m 1 ≤ 1, o n e c a n writ e t h e i n di vi d u al a c cr eti o n r at e s a s
ṁ 1 = ṁ bi n
1
˜︁
2( 1 + q )




2( 1 + q )
, ( 6. 3)
i n t er m s of t h e B o n di- H o yl e m a s s a c cr eti o n r at e of t h e bi n ar y s y st e m




t o t , ( 6. 4)
w h e r e M t o t = m 1 + m 2 i s t h e t ot al m a s s a n d d ot s d e n ot e d eri v ati v e s wit h r e s p e ct t o ti m e.
T h e e x p r e s si o n a b o v e i s e x pli citl y d e p e n d e nt o n t h e bi n ar y’ s e ff e cti v e v el o cit y v e ff r el ati v e
t o t h e b a r y o n s wit h c o s mi c m e a n d e n sit y n g a s a n d h y dr o g e n m a s s m H . T h e a c c r eti o n
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f o r m ul a ( 6. 4) a d o pt s t h e N e wt o ni a n a p pr o xi m ati o n; a s r e c e ntl y p oi nt e d o ut i n R ef. [ 4 1 1 ],
g e n e r al- r el ati vi sti c e ff e ct s m a y l e a d t o a si g ni fi c a nt i n c r e a s e i n t h e m a s s a c cr eti o n r at e.
H o w e v er, si n c e t h e a c cr eti o n r at e d e cr e a s e s b y s e v er al or d er s of m a g nit u d e f or P B H m a s s e s
≲ 1 0 M ⊙ [4 0 8 ], e v e n a n or d er- of- m a g nit u d e i n cr e a s e i n ṁ d o e s n ot c h a n g e t h e pr e di cti o n s
of o u r m o d el si g ni fi c a ntl y. T h e a c cr eti o n p a r a m et er λ t r a c k s t h e e ff e ct s of t h e H u b bl e
e x p a n si o n, t h e c o u pli n g of t h e C M B r a di ati o n t o t h e g a s t hr o u g h C o m pt o n s c att eri n g, a n d
t h e g a s vi s c o sit y [ 4 0 7 ]. Al s o, si n c e P B H s i n t h e m a s s r a n g e of i nt er e st f or L V C o b s e r v ati o n s
c a n c o m p ri s e o nl y a fr a cti o n of t h e D M d u e t o t h e c urr e nt c o n str ai nt s o n t h eir a b u n d a n c e,
a c c r eti o n o nt o P B H s s h o ul d al s o i n cl u d e t h e p r e s e n c e of a n a d diti o n al D M h al o f or mi n g
ar o u n d t h e P B H s [ 4 0 8 , 4 1 2 , 4 1 3 ] ( eit h e r i s ol at e d or i n bi n ari e s). T h e D M h al o a ct s a s a
c at al y st e n h a n ci n g t h e g a s a c cr eti o n r at e, a n d it s e ff e ct i s t a k e n i nt o a c c o u nt i n λ ( s e e
A p p e n di x B of R ef. [ 2 0 8 ] f o r d et ail s). We a c c o u nt f or t h e s h ar p d e c r e a s e i n t h e a c cr eti o n
e ffi ci e n c y ar o u n d t h e e p o c h of str u ct ur e f or m ati o n [ 3 9 0 , 4 1 4 , 4 1 5 ] b y d e fi ni n g a c ut o ff
r e d s hift z c u t o ff aft er w hi c h w e n e gl e ct a c cr eti o n. B e c a u s e of t h e u n c ert ai nti e s i n t h e m o d el
( s u c h a s X-r a y pr e- h e ati n g [ 4 1 6 ], d et ail s of t h e str u ct ur e f or m ati o n, a n d f e e d b a c k s of l o c al,
gl o b al [ 4 0 8 , 4 1 7 ] a n d m e c h a ni c al t y p e [4 1 8 ]), t h e c ut o ff r e d s hift i s r el ati v el y u n c o n str ai n e d.
At v a ri a n c e wit h pr e vi o u s w or k [ 2 0 8 , 3 9 3 , 4 1 0 ], i n w hi c h z c u t o ff w a s fi x e d t o s o m e r ef er e n c e
v al u e, h e r e w e c o n si d er it a s a p ar a m et er of t h e P B H a c cr eti o n m o d el ( m or e p r e ci s el y, a
“ h y p er p ar a m et er ” of o ur m o d el, s e e b el o w) t h at w e will fit t o G W d at a, al o n g wit h t h e ot h er
m o d el p a r a m et er s.
A c o n s e q u e n c e of P B H a c cr eti o n i n bi n ari e s i s t h at t h e li g ht er bi n ar y c o m p o n e nt al w a y s










> 0 . ( 6. 5)
A c c r eti o n al s o m o di fi e s t h e P B H m a s s di stri b uti o n, m a ki n g it br o a d er at hi g h m a s s e s a n d
pr o d u ci n g a hi g h- m a s s t ail t h at c a n b e or d er s of m a g nit u d e a b o v e it s c o rr e s p o n di n g v al u e at
f o r m ati o n. F urt h er m or e, a c cr eti o n al s o a ff e ct s t h e t ot al fr a cti o n of P B H s i n D M f P B H i n a
r e d s hift- d e p e n d e nt f a s hi o n a c c or di n g t o t h e r el ati o n [ 1 7 9]




P B H (z i) − 1) + ⟨m (z )⟩
, ( 6. 6)
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w h er e
⟨m (z )⟩ =
˜︁
d m m ψ (m, z ) ( 6. 7)
i s t h e a v e r a g e m a s s. T hi s e ff e ct i s of cr u ci al i m p ort a n c e w h e n c o m p ari n g t h e p h y si c al
p ar a m et er s t o t h e e xi sti n g e x p e ri m e nt al c o n str ai nt s [ 1 7 9], a s w e will d o b el o w.
Si n c e t h e fr a cti o n of P B H s w hi c h u n d e r w e nt m er g er s i s of t h e or d er of O ( 1 0 − 2 f
1 6 / 3 7
P B H ) [ 4 1 9 ,
4 2 0 ], t h e o v er all P B H p o p ul ati o n i s l ar g el y d o mi n at e d b y i s ol at e d P B H s, f or w hi c h a c cr eti o n
i s d e s c ri b e d i n d et ail i n R ef s. [1 7 9 , 2 0 8 ] a n d r ef e r e n c e s t h er ei n. T hi s i m pli e s t h at t h e
fr a cti o n of s e c o n d- g e n er ati o n P B H m er g er s i s e x p e ct e d t o b e n e gli gi bl e i n t h e LI G O / Vir g o
b a n d [ 2 0 8 , 4 1 9 , 4 2 0 ], c o nt r a ril y t o t h e a str o p h y si c al s c e n ari o, i n w hi c h s e c o n d- g e n er ati o n
m er g er s m a y pl a y a si g ni fi c a nt r ol e ( s e e e. g. [ 2 0 7, 2 3 6, 4 2 1, 4 2 2]).
I n a d diti o n t o c h a n gi n g t h e m a s s e s, t h e i nf alli n g a c cr eti n g g a s o nt o a P B H c a n c arr y a n g ul ar
m o m e nt u m, w hi c h c r u ci all y d et er mi n e s t h e g e o m etr y of t h e a c cr eti o n fl o w a n d t h e e v ol uti o n
of t h e P B H s pi n [ 4 2 3 ]. F o r a c c r eti o n o nt o a P B H bi n ar y, t h e n o n s p h e ri c al g e o m etr y c a n
gi v e ri s e t o a g e o m etri c all y t hi n a c cr eti o n di s k a s l o n g a s t h e a c c r eti o n r at e ( n or m ali z e d
t o t h e E d di n gt o n r at e) i s l ar g er t h a n u nit y [ 4 0 8 , 4 2 4 , 4 2 5 ]. O nl y w h e n t hi s c o n diti o n i s
s ati s fi e d t h e a n g ul ar m o m e nt u m tr a n sf e r o n e a c h P B H i s v er y e ffi ci e nt, a n d m a s s a c cr eti o n
i s a c c o m p a ni e d b y a n i n cr e a s e of t h e P B H s pi n a c c o r di n g t o t h e e q u ati o n
χ̇ = g (χ )
ṁ
m
, ( 6. 8)
i n t e r m s of t h e f u n cti o n g (χ ), w hi c h i s d eri v e d u si n g t h e g e o d e si c m o d el of di s k a c cr eti o n
[4 2 6 ] ( s e e e. g. [3 9 3 , 4 2 7 , 4 2 8 ]). We c o n si d er T h or n e’ s s pi n li mit χ m a x = 0 .9 9 8, w hi c h i s
di ct at e d b y r a di ati o n e ff e ct s [ 4 2 9] ( s e e al s o [ 4 3 0]).
I n p a rti c ul ar, b e si d e s t h e a n g ul ar- m o m e nt u m tr a n sf er, t h e g e o m etr y of t h e di s k cr u ci all y
d e p e n d s al s o o n t h e a c cr eti o n r at e. If t h e m a s s a c c r eti o n r at e i s s u b- E d di n gt o n a n d
n o n s p h eri c al, a n a d v e cti o n- d o mi n at e d a c cr eti o n fl o w ( A D A F) m a y f or m [ 4 3 1 ]. F or a c cr eti o n
r at e s cl o s e t o t h e E d di n gt o n li mit, o n e e x p e ct s t h e f or m ati o n of a g e o m etri c all y t hi n
di s k [ 4 0 8 , 4 2 4 ], f or w hi c h t h e a n g ul ar m o m e nt u m tr a n sf er c a n b e d e s cri b e d wit h a g e o d e si c
m o d el [ 4 2 6 ]. F o r m o d er at el y s u p er- E d di n gt o n r at e s, t h e a c cr eti o n l u mi n o sit y mi g ht b e
str o n g e n o u g h t h at t h e di s k “ p u ff s u p ” a n d b e c o m e s sli m [ 4 3 2 ]. A l a r g e r a c cr eti o n r at e
w o ul d i m pl y g e o m etri c all y t hi c k er di s k s, wit h p o s si bl e di ff er e n c e s i n t h e a c cr eti o n l u mi n o sit y
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a n d a n g ul ar m o m e nt u m tr a n sf er [ 4 3 2 ]. I n s u c h a s c e n ari o, a c c r eti o n of a n g ul ar m o m e nt u m
w o ul d b e m or e c o m pl e x, e v e n t h o u g h n u m eri c al si m ul ati o n s s u g g e st t h at t h e ti m e- s c al e f or
s pi n e v ol uti o n i s n ot si g ni fi c a ntl y m o di fi e d [ 4 3 0 ]. F or t h e P B H m a s s e s u n d er c o n si d er ati o n,
o n e d o e s n ot e x c e e d t h e E d di n gt o n a c cr eti o n r at e si g ni fi c a ntl y, a n d t h er ef or e t h e t hi n- di s k
m o d el s h o ul d pr o vi d e a r e a s o n a bl e a p pr o xi m ati o n.
O n e of t h e cl e ar pr e di cti o n s of t h e p ri m or di al s c e n ari o i s t h at t h e s pi n of t h e li g ht er P B H i n
t h e bi n a r y i s l ar g e r t h a n t h at of t h e h e a vi er P B H, b e c a u s e t h e s pi n- u p i s m ai nl y pr o d u c e d
b y a c cr eti o n a n d t h e s e c o n d ar y c o m p o n e nt t y pi c all y a c cr et e s m or e.
A k e y o b s er v a bl e i nf err e d b y G W o b s er v ati o n s i s t h e bi n ar y’ s e ff e cti v e s pi n p ar a m et er
χ e ff ≡
χ 1 c o s θ 1 + q χ 2 c o s θ 2
1 + q
, ( 6. 9)
d e fi n e d i n t er m s of t h e i n di vi d u al B H s pi n m a g nit u d e s χ j (j = 1 , 2), a n d t h e a n gl e s θ 1 a n d
θ 2 b et w e e n t h e or bit al a n g ul ar m o m e nt u m a n d t h e i n di vi d u al s pi n dir e cti o n s. W h e n f o r mi n g
P B H bi n a ri e s, t h e s pi n dir e cti o n s ar e e x p e ct e d t o b e u n c orr el at e d, a n d t h er ef o r e u nif o r ml y
di st ri b ut e d o n t h e t w o- s p h er e.
W h e n a c cr eti o n i s r el e v a nt i n s pi n ni n g u p t h e P B H s, t h e a c cr eti o n g e o m etr y i s c o m pl e x a n d
t h e s pi n di r e cti o n s ar e e x p e ct e d t o r e m ai n u n c orr el at e d, a s t h e ori e nt ati o n s of t h e di s k s
f or m e d ar o u n d e a c h P B H ar e i n d e p e n d e nt. T hi s i s b e c a u s e t h e c h ar a ct eri sti c or bit al di st a n c e
i s c o m p ar a bl e t o ( or s m all er t h a n) t h e i n di vi d u al P B H B o n di r a dii. T hi s s c e n ari o di ff er s, f or
i n st a n c e, fr o m t h e c o m m o n e n v el o p e p h a s e gi vi n g ri s e t o a str o p h y si c al B H bi n ar y m er g er s:
i n t h at c a s e b ot h of t h e i n di vi d u al B H s pi n s ar e e x p e ct e d t o b e ali g n e d wit h t h e or bit al
a n g ul ar m o m e nt u m of t h e bi n ar y ( s e e e. g. [ 3 0 7, 4 3 3, 4 3 4, 4 3 5]).
I n t h e a b s e n c e of pri m or di al n o n- G a u s si a niti e s, t h e P B H l o c ati o n s i n s p a c e at t h e f or m ati o n
e p o c h f oll o w a P oi s s o n di stri b uti o n [ 4 3 6 , 4 3 7 , 4 3 8 , 4 3 9 ]. D e p e n di n g o n t h e i niti al a b u n d a n c e
f P B H (z i) a n d m a s s f u n cti o n ψ (m, z i), o n e c a n c o m p ut e h o w oft e n bi n ari e s f or m i n t h e e arl y
U ni v er s e b y e v al u ati n g t h e pr o b a bilit y t h at a bi n ar y s y st e m d e c o u pl e s fr o m t h e H u b bl e fl o w.
T h e i niti al di stri b uti o n of t h e or bit al p ar a m et er s al s o d e p e n d s o n t h e s p ati al di stri b uti o n
of t h e s urr o u n di n g p o p ul ati o n of P B H s, a s w ell a s d e n sit y p ert ur b ati o n s a d di n g a n i niti al
t o r q u e t o t h e bi n ar y s y st e m. O n t o p of t h at, f oll o wi n g R ef. [ 1 7 6 ], o n e c a n i ntr o d u c e a
c orr e cti o n S t o t h e m e r g er r at e, a c c o u nti n g f or t h e p o s si bl e di sr u pti o n of bi n ari e s d u e t o
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T a bl e 6. 1: E v e nt p ar a m et er s ( θ ) of t h e bi n ar y a n d h y p er p ar a m et er s ( λ ) of t h e P B H m o d el
u s e d i n t hi s w or k.
E v e nt p ar a m et er s θ
m 1 S o ur c e-fr a m e p ri m ar y m a s s
m 2 S o ur c e-fr a m e s e c o n d ar y m a s s
χ e ff E ff e cti v e s pi n
z M er g er r e d s hift
H y p er p a r a m et er s λ
M c P e a k r ef e r e n c e m a s s of t h e l o g- n or m al di stri b uti o n
σ V a ri a n c e of t h e l o g- n or m al m a s s di stri b uti o n
f P B H Fr a cti o n of P B H s i n D M at f or m ati o n
z c u t o ff A c cr eti o n c ut o ff r e d s hift
t h ei r i nt er a cti o n wit h t h e e n vir o n m e nt at hi g h r e d s hift s. Fi n all y, i ntr o d u ci n g t h e e ff e ct of
a c cr eti o n, a n d f oll o wi n g t h e di s c u s si o n i n R ef. [ 3 9 3 ] a n d r ef er e n c e s t h er ei n, o n e c a n c o m p ut e
t h e P B H m e r g e r r at e a s f oll o w s
d R =
1 .6 × 1 0 6




P B H (z i)η
− 3 4




˜︁ − 3 4
3 7
∫︂
M it o t
M ⊙
˜︁ − 3 2
3 7
× S (M it o t , fP B H (z i)) ψ (m
i
1 , zi)ψ (m
i
2 , zi)








M ̇ t o t







η (z c u t o ff )
η (z i)
˜︁ 3 / 3 7 ˜︁ M t o t (z c u t o ff )
M t o t (z i)
˜︁ 9 / 3 7
d m i1 d m
i
2 , ( 6. 1 0)
w h er e µ = m 1 m 2 / M t o t , η = µ / M t o t , a n d t0 i s t h e c urr e nt a g e of t h e U ni v er s e. T h e c orr e cti v e
f a ct o r s i n t h e l a st t w o li n e s a c c o u nt f or t h e e v ol uti o n of t h e m a s s e s fr o m t h e i niti al r e d s hift
z i t o t h e c ut o ff r e d s hift z c u t o ff a n d t h e c orr e s p o n di n g s h ri n ki n g of t h e s e mi m aj or a xi s of t h e
o r bit d u e t o a c cr eti o n [ 3 9 3 ] ( s e e al s o [4 4 0 ]). T hi s e ff e ct d o mi n at e s a n d dri v e s t h e bi n ar y
e v ol uti o n u p t o t h e c ut o ff r e d s hift, aft er w hi c h t h e bi n a r y e v ol uti o n i s u ni q u el y dri v e n b y
e n er g y l o s s t hr o u g h G W e mi s si o n [ 4 4 1 , 4 4 2 ]. N oti c e t h at t h e m er g er r at e at s m all r e d s hift
(z < z c u t o ff ) h a s a u ni v er s al s c ali n g gi v e n b y t
− 3 4 / 3 7 , w hi c h i s i n d e p e n d e nt of t h e ot h er m o d el
p ar a m et er s. Al s o, f or t h e s m all v al u e s of f P B H w hi c h will b e s el e ct e d o ut i n o u r a n al y si s ( s e e
S e c. 6. 4), t h e cl u st e ri n g of P B H s pl a y s n o r ol e [ 3 9 8, 4 4 3].
I n s u m m ar y, t h e p ar a m et e r s d e s cri bi n g e a c h P B H bi n ar y, al o n g wit h t h e “ h y p er p ar a m et er s ”
d e s cri bi n g t h e P B H m o d el, a r e li st e d i n T a bl e 8. 1. I n or d er t o p e rf or m t h e a n al y si s di s c u s s e d
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i n t h e f oll o wi n g s e cti o n, w e b uilt a c at al o g of si m ul ati o n s, pr o d u ci n g t h e P B H m er g er
p o p ul ati o n f or t h e f ull s et of h y p er p ar a m et er s λ . E a c h el e m e nt i n t h e c at al o g c o nt ai n s a
p o p ul ati o n of 1 0 5 m er g er e v e nt s wit h t h e c h ar a ct eri sti c s d e s cri b e d a b o v e. I n t h e r e gi o n of
(M c , σ) of i nt er e st f or o ur a n al y si s, a v al u e of t h e c ut o ff r e d s hift ar o u n d z c u t o ff ∼ 3 0 or l ar g er
w o ul d c o r r e s p o n d t o a s c e n ari o w h er e a c cr eti o n i s n e gli gi bl e f or m o st of t h e P B H m er g er
p o p ul ati o n.
6. 3 D a t a A n al y si s
I n t hi s s e cti o n w e gi v e a bri ef i ntr o d u cti o n t o t h e d at a a n al y si s m et h o d s u s e d i n t hi s w o r k.
We r ef e r t h e r e a d er t o m or e c o m p r e h e n si v e d e s cri pti o n s i n t h e lit er at ur e [ 7 7 , 8 5 , 2 6 5 , 4 4 4 ].
I n s h ort, w e u s e a n i m pl e m e nt ati o n of hi er ar c hi c al B a y e si a n i nf er e n c e b a s e d o n d e e p l e a r ni n g
t e c h ni q u e s t o c o n str ai n P B H f or m ati o n m o d el s gi v e n L V C d at a.
A st r o p h y si c al m o d el s pr e di ct i ntri n si c pr o p erti e s of i n di vi d u al G W s o ur c e s ( s u c h a s t h e
m a s s e s a n d s pi n s of t h e bi n ar y c o m p o n e nt s), w hil e G W i nt erf e r o m et er s r e c o r d a ti m e s eri e s
of t h e G W-i n d u c e d str ai n i n t h e d et e ct or s. B ef or e w e c a n c o m p ar e t h e m o d el t o t h e d at a, w e
m u st c o n v ert t h e s e ti m e s eri e s i nt o a st r o p h y si c all y m e a ni n gf ul q u a ntiti e s t h r o u g h a p ar a m et er
e sti m ati o n pr o c e s s [ 8 5 ]. T h e L V C’ s Gr a vit ati o n al W a v e O p e n S ci e n c e C e nt er pr o vi d e s t h e
o ut p ut of t hi s p a r a m et er e sti m ati o n pr o c e s s a s a c oll e cti o n of p o st eri or s c h ar a ct eri zi n g t h e
e x p e ct ati o n v al u e a n d u n c ert ai nt y o n t h e p r o p erti e s of i n di vi d u al m er g e r e v e nt s, i. e. p (θ |d i ),
w h e r e θ i s a v e ct or of s o ur c e p ar a m et er s, a n d d i l a b el s t h e ti m e s eri e s of t h e i-t h e v e nt i n
t h e c at al o g.
B y B a y e s’ t h e or e m, gi v e n s o m e d at a d , t h e p o st e ri o r pr o b a bilit y of t h e si g n al fr o m a n
a str o p h y si c al s o u r c e wit h p ar a m et er s θ i s p (θ |d ) ∝ p (d |θ )p (θ ), w h er e p (d |θ ) i s t h e li k eli h o o d
of o b s e r vi n g t h e d at a gi v e n o ur m o d el of t h e a str o p h y si c al si g n al a n d d et e ct or, a n d p (θ ) i s
o u r a s s u m e d pri or o n t h e s o ur c e p ar a m et er s. T h e pri or e n c o d e s o ur pr e vi o u s k n o wl e d g e of
t h e u n d e rl yi n g p h y si c s ( e. g., m a s s s h o ul d n ot b e n e g ati v e), a n d pl a y s a n i m p ort a nt r ol e i n
i nt er pr eti n g t h e r e s ult s [2 6 7 , 2 6 8 ]. Wit hi n t h e P B H s c e n ari o, t h e pri o r di stri b uti o n s of t h e
bi n ar y p a r a m et er s a c c o r di n g t o t h e m o d el of S e c. 6. 2 i s di ff er e nt fr o m t h e pri or s u s e d b y t h e
L V C, a n d t hi s c a n a ff e ct t h e i nf e r e n c e of t h e i n di vi d u al s o ur c e p ar a m et er s [ 4 4 5 ]. C r u ci all y,
o ur pr o c e d ur e d o e s n ot r el y o n t h e pri or s b e c a u s e w e r e w ei g h t h e m, a n d it i s t h er ef o r e v ali d
8 5
C H A P T E R 6.
al s o i n t h e P B H s c e n ari o.
A hi er ar c hi c al B a y e si a n a n al y si s p ar a m etri z e s t h e c h oi c e of pri or s b y s o m e v e ct or of h y p er-
p ar a m et er s λ , w h o s e p o st e ri or di stri b uti o n c a n b e i nf err e d fr o m t h e d at a
p (λ |d ) ∝ p (λ )
˜︁
p (d |θ )p p o p (θ |λ ) d θ , ( 6. 1 1)
w h e r e p ( d |θ ) i s t h e si n gl e- e v e nt li k eli h o o d, p (λ ) i s n o w a pri or o n t h e h y p e r p ar a m et er s,
a n d p p o p (θ |λ ) i s t h e p o p ul ati o n li k eli h o o d , e q ui v al e nt t o a pri or p ar a m etri z e d b y s o m e
h y p er p ar a m et er s. T h e p ar a m et er s d e s c ri bi n g si n gl e e v e nt s ( e. g. m a s s e s, r e d s hift s) ar e al s o
r ef err e d t o a s e v e nt p a r a m et e r s , w hil e t h e h y p er p ar a m et e r s d e s cri bi n g t h e e nti r e s a m pl e ( e. g.
t h e f r a cti o n of D M i n P B H s) c a n b e al s o r ef err e d t o a s p o p ul ati o n p a r a m et e r s .
A n a st r o p h y si c al p o p ul ati o n m o d el c h ar a ct eri z e d b y p o p ul ati o n p ar a m et er s λ will p r e di ct
s o m e di stri b uti o n of e v e nt p ar a m et er s θ s u c h t h at t h e di ff er e nti al r at e d rd θ (λ ) i s gi v e n b y
dr
d θ
(λ ) = R (λ ) p p o p (θ |λ ) , ( 6. 1 2)
w h e r e
˜︁
p p o p (θ |λ ) d θ = 1, a n d t h e t ot al r at e R (λ ) i s t y pi c all y m e a s ur e d i n yr
− 1 . T h e
pr e di ct e d n u m b er of e v e nt s i s N (λ ) =
∫︂
d r
d θ (λ ) d θ × T o b s , w h er e T o b s i s t h e d ur ati o n of t h e
o b s er vi n g r u n( s). We c a n t a k e i nt o a c c o u nt s el e cti o n e ff e ct s c a u s e d b y t h e s e n siti vit y of t h e
d et e ct or s t h r o u g h a f u n cti o n 0 ≤ p d e t (θ ) ≤ 1, c orr e s p o n di n g t o t h e pr o b a bilit y t h at a n e v e nt
wit h p a r a m et er s θ w o ul d b e d et e ct a bl e. T h e o b s er v a bl e di st ri b uti o n i s t h e n gi v e n b y
dr d e t
d θ
(λ ) = R (λ ) p p o p (θ |λ ) p d e t (θ ) , ( 6. 1 3)
a n d t h e e x p e ct e d n u m b er of o b s er v ati o n s i s N d e t (λ ) =
˜︁
d θ ( dr d e t / d θ )(λ ) × T o b s .
All of t h e s e i n g r e di e nt s e nt er t h e p o p ul ati o n p o st eri or, w hi c h h a s t h e st a n d ar d e x pr e s si o n f or
a n i n h o m o g e n e o u s P oi s s o n pr o c e s s ( cf. [ 7 4 , 8 3 , 8 4 , 8 5 ] f or d et ail e d d eri v ati o n s). I n p arti c ul ar,
t h e p o p ul ati o n p o st eri or r e a d s
p (λ |d ) ∝ π (λ ) e − N d e t ( λ ) N (λ ) N o b s
×
N o b s˜︁
i= 1
˜︁
p (θ i |d )
π (θ i )
p p o p (θ i |λ ) d θ i , ( 6. 1 4)
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w h e r e N o b s i s t h e n u m b er of o b s er v ati o n s a n d π (λ ) i s s o m e a s s u m e d p o p ul ati o n pri or. If
o n e wi s h e s t o e x cl u d e r at e i nf or m ati o n fr o m t h e i nf er e n c e, m ar gi n ali zi n g o v er N (λ ) wit h
pri or ∝ 1 / N (λ ) yi el d s [ 8 6]
p (λ |d ) ∝ π (λ )
N o b s˜︁
i= 1
˜︁
p (θ i |d )
π (θ i )
p p o p (θ i |λ )
α (λ )
d θ i , ( 6. 1 5)
w h er e α (λ ) i s t h e fr a cti o n of e v e nt s o n e w o ul d d et e ct gi v e n a p o p ul ati o n ( al s o k n o w n a s t h e
s el e cti o n bi a s), a n d
α (λ ) =
∫︂
p p o p (θ
′|λ )p d e t (θ
′) d θ ′ =
N d e t (λ )
N (λ )
. ( 6. 1 6)
I n o r d e r t o a c c ur at el y c a pt ur e t h e d et e ct or r e s p o n s e t o a c c o u nt f or t h e s el e cti o n bi a s, o n e
s h o ul d r e w ei g ht t h e i nj e cti o n c a m p ai g n r el e a s e d b y LI G O [ 4 4 6 ] a c c or di n g t o t h e m et h o d d e-
s cri b e d i n [ 3 5 2 ]. H o w e v er, t h e d o m ai n of m a s s e s i n o ur m o d el i s l ar g er t h a n t h e d o m ai n w h er e
t h e i nj e cti o n c a m p ai g n w a s p erf or m e d ( 2 M ⊙ < m 1 , m2 < 1 0 0 M ⊙ ), w hi c h m e a n s t h at t h e
pr o b a bilit y d e n sit y f u n cti o n d e s cri bi n g o ur m o d el i s n ot n or m ali z e d wit hi n t h e d o m ai n of t h e
i nj e cti o n c a m p ai g n. T hi s i n d u c e s s e v er e i n a c c ur a c y i n e sti m ati n g t h e s el e cti o n bi a s wit h t h e
r e w ei g hti n g m et h o d, s o w e u s e a m or e cr u d e b ut m or e w ell- b e h a v e d m et h o d t o e sti m at e t h e
s el e cti o n bi a s. F or O 1 a n d O 2 d at a, it h a s b e e n s h o w n t h at a p pr o xi m ati n g p d e t (θ ) wit h t h e
si n gl e- d et e ct o r s e mi a n al yti c a p p r o xi m ati o n of R ef s. [ 7 8 , 7 9 ] a n d a si g n al-t o- n oi s e r ati o t hr e s h-
ol d of 8 yi el d s r e s ult s i n g o o d a gr e e m e nt wit h l ar g e- s c al e i nj e cti o n c a m p ai g n s [ 6 2 , 8 2 ]. We
u s e d a L I G O E a r l y H i g h S e n s i t i v i t y P 1 2 0 0 0 8 7 (a L I G O M i d H i g h S e n s i t i v i t y P 1 2 0 0 0 8 7 ), a s i m-
pl e m e nt e d i n p y c b c , a s o u r O 1- O 2 ( O 3 a) s e n siti vit y c ur v e s. T o e v al u at e t h e s el e cti o n bi a s
i nt e gr al of E q. ( 6. 1 6) w e c a n a g ai n u s e i m p ort a n c e s a m pli n g. Gi v e n a s y nt h eti c c at al o g, w e
c o m p ut e α (λ ) b y t a ki n g t h e a v er a g e p d e t (θ ) of e v e nt s i n t h e c at al o g a c c or di n g t o E q. ( 6. 1 6) .
T h e n et w o r k c a n b e u s e d b ot h t o e v al u at e t h e li k eli h o o d f u n cti o n a n d t o g e n er at e n e w
si m ul ati o n s. At a n y gi v e n p oi nt i n t h e h y p e r p ar a m et er s p a c e, w e g e n er at e 1 0 5 s a m pl e s u si n g
o u r n et w o r k, t h e n e v al u at e t h e s el e cti o n bi a s wit h t h e c o d e d e s c ri b e d i n R ef. [ 4 4 7].
T h e e v e nt p o st eri or p r o b a bilit y di stri b uti o n f u n cti o n p (θ i |d ) i s oft e n gi v e n i n t h e f or m of
S i di s cr et e s a m pl e s b y a p ar a m et er e sti m ati o n pr o c e s s [ 1 9 7 , 2 6 9 ]. A s cl e ar fr o m E q. ( 6. 1 5) ,
w e w ei g ht e d o ut t h e p ri o r s o n t h e e v e nt p ar a m et er s π (θ i), s o t h e y d o n ot c o ntri b ut e t o
p (λ |d ). We c a n n o w m a k e u s e of t h e p o st eri or s a m pl e s i n t h e p o p ul ati o n i nf er e n c e, t h u s
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a v oi di n g u n n e c e s s ar y r e e v al u ati o n s of p (d |θ ) a n d si g ni fi c a ntl y r e d u ci n g t h e c o m p ut ati o n
l o a d f or e a c h p o p ul ati o n i nf er e n c e r u n. T h e i nt e gr al i n E q. ( 6. 1 4) c a n b e e v al u at e d b y
u si n g i m p o rt a n c e s a m pli n g, i. e. b y c o m p uti n g t h e e x p e ct ati o n v al u e of t h e pri or-r e w ei g ht e d
p o p ul ati o n li k eli h o o d, w hi c h c a n b e t ur n e d i nt o a di s cr et e s u m o v er t h e s a m pl e s of t h e e v e nt
p o st e ri o r pr o b a bilit y di stri b uti o n f u n cti o n
p (λ |d ) = π (λ )e − N d e t ( λ ) N (λ ) N o b s






p p o p (
j θ i |λ )
π ( j θ i )
, ( 6. 1 7)
w h er e j l a b el s t h e j -t h s a m pl e of t h e i-t h e v e nt.
We t r ai n a d e e p l e ar ni n g e m ul at or o n t h e si m ul ati o n s d e s cri b e d i n S e c. 6. 2 t o e v al u at e t h e
p o p ul ati o n li k eli h o o d p p o p (θ |λ ). H er e w e gi v e s o m e d et ail s o n t h e n et w or k’ s ar c hit e ct u r e. A
m or e d et ail e d di s c u s si o n of t h e n e ur al n et w or k a n d of t h e t r ai ni n g pr o c e d ur e c a n b e f o u n d i n
R ef s. [ 1 9 1 , 1 9 2 ]. We u s e a m a s k e d a ut or e gr e s si v e fl o w n et w or k [2 6 4 ] wit h 1 0 hi d d e n l a y er s,
e a c h l a y e r h a vi n g 1 0 2 4 u nit s a s o ur m ai n ar c hit e ct ur e. We tr ai n t w o v ari a nt s u si n g t h e
s a m e ar c hit e ct ur e a n d d at a, o n e wit h 4 o b s er v a bl e s { m 1 , q, χe ff , z} a n d 3 h y p e r p ar a m et er s
{ M c , σ, zc u t o ff } , a n d a n ot h er o n e w h e r e w e e x cl u d e χ e ff fr o m t h e o b s er v a bl e s. N ot e t h at w e
f oll o w t h e L V C c o n v e nti o n t o e nf or c e m 1 > m 2 . We d o n ot tr ai n o n f P B H , b e c a u s e it a ff e ct s
o nl y t h e o v er all r at e, b ut n ot t h e s h a p e of t h e p o p ul ati o n li k eli h o o d. O ur tr ai ni n g s et
c o nt ai n s 2 1 0 0 si m ul ati o n s wit h di ff er e nt c o m bi n ati o n s of h y p er p ar a m et e r s, a n d 1 0 5 s a m pl e
p oi nt s i n t h e o b s er v a bl e s p a c e p e r si m ul ati o n, a d di n g u p t o 2 .1 × 1 0 8 s a m pl e p oi nt s o n t h e
p a r a m et er- h y p er p ar a m et er s p a c e i n t ot al. A s c u st o m ar y i n tr ai ni n g n e ur al n et w or k s, 8 0 %
of t h e d at a ar e u s e d f or tr ai ni n g, 1 0 % ar e u s e d f or v ali d ati o n d uri n g t h e t r ai ni n g t o a v oi d
o v er fitti n g, a n d t h e r e m ai ni n g 1 0 % i s u s e d t o t e st t h e r e s ult s i n d e p e n d e ntl y. We tr ai n t h e
n et w o r k f or 1 0 0 e p o c h s o n a N vi di a K 8 0 G P U t o e n s u r e c o n v er g e n c e. T h e c o d e f or t h e
n e ur al n et w or k i s w ritt e n i n p y t h o n wit h p y t o r c h [ 2 5 3].
T h e fi n al pi e c e w e n e e d i s t h e pr e di ct e d n u m b e r of e v e nt s N (λ ). I n o r d er t o c o m p ut e t h e
l att er, w e fir st n e e d t o h a v e a r at e f u n cti o n, w hi c h r e q uir e s r u n ni n g a f ull si m ul ati o n, t h e n
s u m mi n g o v er t h e r at e f or e a c h i n di vi d u al e v e nt. T h er ef or e, c o m p uti n g t h e n u m b er of
e v e nt s i s a s e x p e n si v e a s g e n er ati n g t h e si m ul ati o n it s elf. We e m pl o y a si m pl e n et w or k t o
i nt er p ol at e t h e r at e a s a f u n cti o n of t h e 4 h y p er p ar a m et e r s, a s d e s cri b e d i n R ef. [4 4 7 ]. We
h a v e c h e c k e d t h at t h e m e di a n err or i n o ur i nt er p ol ati o n m et h o d i s ∼ 0 .0 4 %, wit h 9 8 % of
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t h e e r r o r s b ei n g s m all er t h a n 3 %, t h er ef o r e t h e i nt er p ol ati o n err or i s n e gli gi bl e c o m p ar e d
t o st ati sti c al u n c ert ai nti e s. O n c e w e k n o w t h e i ntri n si c m er g e r r at e R (λ ), w e c a n tri vi all y
o bt ai n t h e o b s er v e d m er g er r at e a s R d e t (λ ) = α (λ )R (λ ) ( s e e E q. ( 6. 1 6) ). O n c e w e h a v e t h e
r at e f u n cti o n, w e c a n m ulti pl y t h e r at e b y t h e e ff e cti v e o b s er v ati o n al ti m e t o o bt ai n t h e
pr e di ct e d n u m b er of e v e nt s. F or O 1- O 2 ( O 3 a), t h er e ar e ∼ 1 6 6 .6 ( 1 8 3 .3) d a y s of c oi n ci d e nt
d at a.
A m o n g all t h e bi n ar y e v e nt s i n cl u d e d i n t h e G W T C- 2 c at al o g, w e u s e t h e s a m e s u b s et
s el e ct e d f or t h e p o p ul ati o n a n al y si s i n R ef. [ 1 5 ]. I n p arti c ul ar, w e e x cl u d e e v e nt s wit h l ar g e
f al s e- al ar m r at e ( G W 1 9 0 4 2 6, G W 1 9 0 7 1 9, G W 1 9 0 9 0 9) a n d e v e nt s w h e r e t h e s e c o n d ar y bi n ar y
c o m p o n e nt h a s m a s s s m all er t h a n 3 M ⊙ ( G W 1 7 0 8 1 7, G W 1 9 0 4 2 5, G W 1 9 0 8 1 4). T h er ef or e,
o ur d at a s et i n cl u d e s 4 4 e v e nt s.
A m o n g t h e e v e nt s wit h m 2 < 3 M ⊙ , a n el e ctr o m a g n eti c c o u nt er p art w a s d et e ct e d a n d
i d e nti fi e d wit h a kil o n o v a o nl y f or G W 1 7 0 8 1 7 [2 9 ], s h o wi n g t h at at l e a st o n e of t h e bi n ar y
c o m p o n e nt s ( a n d m o st li k el y b ot h) i s a n e utr o n st ar. H o w e v er, i n t h e a b s e n c e of a c o u nt er p art,
it i s m u c h m or e u n c ert ai n t o a s s e s s w h et h er t h e li g ht c o m p o n e nt s of t h e ot h er t w o e v e nt s
( G W 1 9 0 4 2 5 a n d G W 1 9 0 8 1 4) ar e i n d e e d n e ut r o n st ar s. I n f a ct it c a n n ot b e e x cl u d e d t h at
t h e s e e v e nt s h a v e a di ff e r e nt, a n d p o s si bl y pri m or di al, ori gi n [ 3 3 ]. H e r e w e e x cl u d e d t h e s e
e v e nt s (i d e nti fi e d b y t h e L V C a s n e utr o n- st ar or mi x e d bi n ari e s) t o c o nf or m wit h t h e L V C
p o p ul ati o n a n al y si s [ 1 5 ]. I n cl u di n g t h e m w o ul d b e a n i nt er e sti n g e xt e n si o n of o ur w or k.
H o w e v er, w e e x p e ct t h at t h e i n cl u si o n of o nl y t w o n ot p arti c ul arl y l o u d e v e nt s ( G W 1 9 0 4 2 5
a n d G W 1 9 0 8 1 4) o ut of 4 4 + 2 p ot e nti al bi n ar y B H s w o ul d n ot c h a n g e o ur r e s ult s si g ni fi c a ntl y.
We a d o pt t h e O v e r a l l p o s t e ri o r pr o vi d e d i n [ 4 4 8 ] f o r e v e nt s i n G W T C- 1, a n d t h e
P u b li c a ti o n S a m p l e s pr o vi d e d i n [ 4 4 9 ] f or e v e nt s i n t h e G W T C- 2 c at al o g. We a p pl y b ot h
t h e m o d el wit h e ff e cti v e s pi n a n d wit h o ut e ff e cti v e s pi n t o a n al y z e t h e d at a, wit h a u nif or m
p o p ul ati o n pri or i n t h e r a n g e w h er e w e tr ai n e d o ur e m ul at or. We s a m pl e E q. ( 6. 1 7) u si n g
t h e M C M C p a c k a g e e m c e e [ 9 6].
6. 4 I nf e r e n c e f r o m t h e G W T C- 2 c a t al o g
I n t hi s s e cti o n w e d e s cri b e t h e r e s ult s of o ur a n al y si s of G W T C- 2 e v e nt s. T h e b e st- fit
h y p er p ar a m et er s o bt ai n e d ar e s u m m a ri z e d i n T a bl e 6. 2.
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Fi g ur e 6. 1: P o p ul ati o n p o st eri or u si n g t h e 4 4 G W T C- 2 B H bi n ar y e v e nt s. Bl u e li n e s ar e
o bt ai n e d u si n g f o ur o b s er v a bl e s ( m 1 , m2 , χe ff , z), w h e r e a s r e d li n e s d o n ot c o n si d er t h e
e ff e cti v e s pi n i n t h e i nf er e n c e. S oli d ( d a s h e d) c o nt o ur s r e pr e s e nt 6 8 % ( 9 5 %) c o n fi d e n c e i nt er-
v al s. T h e s oli d bl a c k li n e s i n di c at e t h e pri or s a s s u m e d f or t h e p o p ul ati o n h y p er p ar a m et er s.
T h e fir st ( s e c o n d) n u m b e r i n p a r e nt h e s e s i s t h e h y p er p a r a m et er r a n g e i nf err e d b y i n cl u di n g
( o mitti n g) χ e ff fr o m t h e i nf er e n c e.
T a bl e 6. 2: H y p er p a r a m et er s of t h e P B H m o d el i nf err e d u si n g ( m 1 , m2 , χe ff , z) a n d G W T C- 2
d at a.
M c [M ⊙ ] 1 5.8 6
+ 2 .3 6
− 2 .3 5
σ 0 .5 6 + 0 .0 9− 0 .1 1
l o g f P B H − 2 .5 3
+ 0 .0 9
− 0 .1 1
z c u t o ff 2 0 .7 6
+ 3 .0 9
− 2 .6 8
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O u r a n al y si s h a s s e v e r al i m pr o v e m e nt s wit h r e s p e ct t o t h e e xi sti n g lit er at ur e. Fir st, m a n y
att e m pt s t o p e rf or m p o p ul ati o n i nf e r e n c e n e gl e ct e d t h e r ol e of a c cr eti o n ( s e e e. g. [ 1 7 6 , 3 9 6 ,
4 2 0 , 4 5 0 ]), w hi c h w a s s h o w n t o b e r el e v a nt [3 9 3 ]. We c a n o nl y c o m p ar e wit h st u di e s of t h e
G W T C- 1 d at a s et w hi c h n e gl e ct e d a c cr eti o n if w e r e stri ct t o l ar g e v al u e s of z c u t o ff . I n t hi s
li mit, o ur r e s ult s ar e i n g e n er al a gr e e m e nt wit h pr e vi o u s w o r k. R e c e ntl y, s o m e of u s [3 9 3 ]
st u di e d t h e i m p a ct of P B H a c cr eti o n o n t h e m er g e r r at e a n d o n t h e di stri b uti o n of bi n ar y
p a r a m et er s, i nf erri n g t h e P B H p o p ul ati o n p r o p erti e s fr o m a m a xi m u m-li k eli h o o d a n al y si s
of t h e G W T C- 1 d at a s et. F or a fi x e d a c cr eti o n z c u t o ff , w e h a v e c h e c k e d t h at t h o s e r e s ult s
ar e c o m p ati bl e wit h t h e pr e s e nt a n al y si s. H er e, f or t h e fir st ti m e, w e tr e at z c u t o ff a s a fr e e
h y p er p ar a m et er a n d w e i nf er it s p o st e ri or di st ri b uti o n. A s e c o n d m aj or i m pr o v e m e nt wit h
r e s p e ct t o R ef. [ 3 9 3 ] i s t h at w e n o w i n cl u d e t h e e ff e cti v e s pi n i nf or m ati o n i n t h e B a y e si a n
i nf er e n c e.














Fi g ur e 6. 2: Pr e di cti o n f or t h e χ e ff di stri b uti o n a s a f u n cti o n of t h e pri m ar y B H m a s s m 1 a n d
c ut o ff r e d s hift, at 2 σ c o n fi d e n c e l e v el, f or t h e b e st P B H s c e n ari o i nf err e d fr o m t h e G W T C- 2
d at a s et. I n bl u e w e s h o w t h e e v e nt s fr o m t h e G W T C- 1; i n r e d, t h e n e w e v e nt s r e p ort e d
aft er t h e O 3 a o b s er vi n g r u n.
I n Fi g. 6. 1 w e s h o w t h e p o st e ri or di stri b uti o n of P B H h y p er p ar a m et er s o bt ai n e d b y a p pl yi n g
hi er ar c hi c al B a y e si a n i nf er e n c e t o t h e G W T C- 2 d at a s et. I n or d er t o hi g hli g ht t h e i nf or m ati o n
c o nt e nt c o mi n g fr o m e ff e cti v e s pi n m e a s ur e m e nt s, w e c o m p a r e i nf er e n c e r e s ult s o bt ai n e d
wit h a n d wit h o ut t h e u s e of s pi n i nf or m ati o n. W h e n w e n e gl e ct χ e ff , t h e m a s s di stri b uti o n
of t h e e v e nt s i n t h e c at al o g f a v or s hi g h v al u e s of z c u t o ff , m a ki n g a c cr eti o n l e s s r el e v a nt. W h e n
w e i n cl u d e χ e ff , t h e b e st- fit v al u e of t h e c h a r a ct eri sti c s c al e of t h e i niti al m a s s f u n cti o n
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Fi g ur e 6. 3: Di stri b uti o n of t h e pri m ar y m a s s m 1 (t o p l eft), m a s s r ati o q (t o p ri g ht), e ff e cti v e
s pi n χ e ff ( b ott o m l eft) a n d pr e c e s si o n s pi n χ p ( b ott o m ri g ht) fr o m o ur b e st- fit m o d el w h e n
w e i n cl u d e χ e ff ( b ut n ot χ p ) i n t h e i nf er e n c e. F or c o m p ari s o n, w e al s o s h o w t h e 9 0 % C L
di stri b uti o n s f o u n d b y t h e L V C i n R ef. [ 1 5] f or a str o p h y si c al s o ur c e s.
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M c d e cr e a s e s o nl y sli g htl y, b ut t h e p o st e ri o r of z c u t o ff g et s n arr o w e r a n d p e a k s at s m all er
v al u e s. T hi s i s b e c a u s e s e v er al e v e nt s i n O 3 a h a v e e ff e cti v e s pi n n ot c o m p ati bl e wit h z er o,
a n d a c cr eti o n i s n e c e s s ar y t o s pi n u p P B H s. T hi s al s o a ff e ct s t h e p o st eri o r of σ (t h e i niti al
wi dt h of t h e P B H m a s s f u n cti o n), w hi c h g et s n arr o w er a n d p e a k s at a s m all er v al u e, b e c a u s e
a c c r eti o n b r o a d e n s t h e m a s s f u n cti o n. A s e x p e ct e d, t h e P B H a b u n d a n c e i s f o u n d t o b e
r el ati v el y st a bl e wit h r e s p e ct t o c h a n g e s of t h e ot h e r h y p er p ar a m et er s: w e fi n d f P B H ≃ 3 ·1 0
− 3 ,
i n di c ati n g t h at t hi s p o p ul ati o n of P B H s c a n c o m pri s e at m o st a s u b p er c e nt f r a cti o n of t h e
t ot alit y of t h e D M.
I n Fi g. 6. 2 w e s h o w t h e 2σ c o n fi d e n c e i nt er v al s of t h e e ff e cti v e s pi n p ar a m et er di stri b uti o n
p r e di ct e d b y t h e P B H m o d el i n t er m s of t h e pri m a r y c o m p o n e nt m a s s, f or di ff er e nt v al u e s
of t h e m a s s r ati o. T h e v al u e s of t h e c ut o ff r e d s hift h a v e b e e n c h o s e n a r o u n d t h e 2 σ
r a n g e o bt ai n e d fr o m b e st- fitti n g t h e pri m or di al s c e n ari o c o n si d eri n g t h e G W T C- 2 d at a s et.
F oll o wi n g R ef s. [ 2 0 8 , 3 9 3 ], f or e a c h m a s s v al u e m 1 , w e h a v e a v e r a g e d o v er t h e i n di vi d u al s pi n
di r e cti o n s wit h r e s p e ct t o t h e t ot al a n g ul ar m o m e nt u m a s s u mi n g i s otr o pi c a n d i n d e p e n d e nt
di st ri b uti o n s. B e c a u s e of t h e str o n g er i m p a ct of a c cr eti o n o n bi n ari e s wit h a l ar g er t ot al
m a s s, o n e fi n d s a n e n h a n c e m e nt of t h e P B H s pi n s wit h r e s p e ct t o t h e s m all v al u e s i n h erit e d
at f or m ati o n o nl y a b o v e a c ert ai n t hr e s h ol d. T h e di stri b uti o n s s h o w n i n Fi g. 6. 2 hi g hli g ht t h e
tr a n siti o n fr o m i niti all y v a ni s hi n g v al u e s of t h e s pi n s t o l ar g e v al u e s d e p e n di n g o n t h e bi n ar y
m a s s e s a n d a c cr eti o n str e n gt h. Si n c e t h e tr a n siti o n fr o m n e gli gi bl e t o l ar g e v al u e s of t h e
s pi n s i s p u s h e d t o w ar d s s m all er m a s s e s a s t h e c ut o ff i s r e d u c e d (i. e. str o n g er a c cr eti o n), t h e
p r e s e n c e of s e v er al s pi n ni n g bi n ari e s i n t h e G W T C- 2 c at al o g l e a d s t o a pr ef e r e n c e t o w ar d s
s m all e r v al u e s of z c u t o ff . Bl u e p oi nt s wit h err or b ar s ar e d at a fr o m t h e G W T C- 1, w hil e r e d
p oi nt s ar e n e w d et e cti o n s fr o m t h e O 3 a r u n, a s r e p ort e d b y t h e L V C u si n g a g n o sti c pri or s.
I n Fi g. 6. 3 w e s h o w t h e di stri b uti o n of t h e m o st r el e v a nt bi n a r y p ar a m et er s ( pri m a r y m a s s
m 1 , m a s s r ati o q , e ff e cti v e s pi n χ e ff , a n d pr e c e s si o n s pi n χ p ) i nf err e d fr o m o ur b e st- fit m o d el.
O n t h e t o p l eft, w e pl ot t h e m ar gi n ali z e d p o st eri or pr o b a bilit y f or t h e pri m ar y m a s s m 1
f or t h e P B H s c e n ari o, a d di n g al s o f o r c o m p ari s o n t h e c orr e s p o n di n g pr ef err e d r e s ult f o u n d
i n R ef. [1 5 ] a s s u mi n g a “P o w e r- l a w + P e a k ” m a s s f u n cti o n. O n t h e t o p ri g ht, w e pl ot
t h e m a r gi n ali z e d di stri b uti o n f or t h e m a s s r ati o i n t h e P B H c a s e. N oti c e t h at, d u e t o t h e
p r ef e r r e d r el ati v el y hi g h v al u e of t h e c ut o ff r e d s hift a n d t h e si g ni fi c a nt wi dt h of t h e m a s s
f u n cti o n, t h e di st ri b uti o n i s p e a k e d at q ∼ 0 .5 ( h a d w e f o u n d a s m all er v al u e of z c u t o ff t h e
di stri b uti o n w o ul d h a v e p e a k e d at hi g h er v al u e s of t h e m a s s r ati o a s pr e di ct e d b y t h e P B H
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Fi g ur e 6. 4: P B H m er g er r at e d e n sit y e v ol uti o n gi v e n b y E q. ( 6. 1 0) f or t h e b e st- fit p o p ul ati o n
( bl u e li n e). F or c o m p a ri s o n, w e al s o s h o w (i n r e d) t h e 5 0 % ( 9 0 %) c o n fi d e n c e l e v el f or t h e
m er g er r at e f o u n d b y t h e L V C [ 1 5 ] a d o pti n g a p o w er-l a w e v ol uti o n m o d el f or a str o p h y si c al
s o u r c e s.
s c e n a ri o wit h a c cr eti o n [ 2 0 8 , 3 9 3 ]). O n t h e b ott o m w e pl ot t h e m ar gi n ali z e d di stri b uti o n s
f or t h e e ff e cti v e s pi n p ar a m et er χ e ff a n d t h e pr e c e s si o n s pi n χ p , w hi c h p ar a m etri z e s t h e s pi n
c o m p o n e nt s p er p e n di c ul ar t o t h e bi n ar y a n g ul a r m o m e nt u m r e s p o n si bl e f o r t h e pr e c e s si o n
of t h e o r bit al pl a n e, b ot h f or t h e P B H s c e n ari o a n d t h e s o- c all e d “ D ef a ult ” m o d el, s e e
A p p e n di x D. 1 of R ef. [ 1 5 ]. I n b ot h c a s e s, t h e pr o b a bilit y di stri b uti o n s i nf er r e d fr o m t h e P B H
m o d el s h o w a n arr o w p e a k ar o u n d z er o si n c e t h e b e st- fit P B H m a s s f u n cti o n i s d o mi n at e d
b y r el ati v el y s m all m a s s e s, w hi c h ar e c orr el at e d wit h s m all s pi n s. T hi s i s n ot i n c o ntr a st
wit h t h e f a ct t h at w e fi n d a pr ef er e n c e f or a n a c cr eti n g P B H m o d el d u e t o t h e pr e s e n c e of
s e v er al ( m o d er at el y) s pi n ni n g bi n ari e s i n t h e c at al o g. I n d e e d, w e str e s s t h at Fi g. 6. 3 s h o w s
t h e p o p ul ati o n di stri b uti o n, w hi c h d o e s n ot a c c o u nt f or s el e cti o n e ff e ct s ( c u rr e nt d et e ct or s
f a v or t h e o b s er v ati o n of l ar g e m a s s e s). T hi s e x pl ai n s t h e di ff er e n c e wit h t h e “ D ef a ult ” m o d el,
f o r w hi c h m a s s e s a n d s pi n s ar e n ot c orr el at e d, gi vi n g ri s e t o a p e a k at n o n v a ni s hi n g s pi n s
a n d br o a d er di stri b uti o n s.
Fi n all y, i n Fi g. 6. 4 w e c o m p ar e t h e pr e di cti o n f or t h e e v ol uti o n a s a f u n cti o n of r e d s hift
of t h e m er g er r at e d e n sit y R ( z ), a s gi v e n b y E q. ( 6. 1 0) f o r t h e b e st- fit P B H m o d el, wit h
t h e p o w er-l a w e v ol uti o n m o d el f or a str o p h y si c al s o ur c e s f o u n d i n R ef. [ 1 5 ]. I nt e r e sti n gl y,
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Fi g ur e 6. 5: S u m m ar y of t h e c o n str ai nt s o n t h e pr e s e nt P B H a b u n d a n c e f P B H (z = 0) a s a
f u n cti o n of t h e m e a n pr e s e nt P B H m a s s ⟨m ( z = 0) ⟩. T h e bl u e st ar i n di c at e s t h e m e di a n
v al u e s f or t h e p o p ul ati o n p ar a m et er s { M c , σ, fP B H , zc u t o ff } i nf err e d wit h t h e G W T C- 2 d at a s et.
We h a v e i n di c at e d b y t h e r e d a n d bl a c k d a s h e d li n e s, r e s p e cti v el y, t h e b o u n d s f r o m Pl a n c k D
a n d N A N O Gr a v, w hi c h c arr y u n c ert ai nti e s ( s e e t h e m ai n t e xt f or d et ail s). T h e p er p e n di c ul ar
d a s h e s p oi nt t o w ar d s t h e w o ul d- b e e x cl u d e d r e gi o n s.
t h e l att e r i s sli g htl y l e s s st e e p t h a n t h e R ( z ) ∝ ( 1 + z ) 2 .7 b e h a vi or pr e di ct e d fr o m t h e
st ar f or m ati o n r at e [ 4 5 1 ], alt h o u g h c u rr e nt o b s er v ati o n al err or s ar e still t o o l ar g e t o dr a w
a n y c o n cl u si o n. At a n y r at e, t h e m e a s ur e d m er g er r at e e v ol uti o n i s c o m p ati bl e wit h t h e
P B H s c e n ari o, w hi c h pr e di ct s l e s s m er g er s c o m p ar e d t o t h e st ell ar- ori gi n s c e n ari o i n t h e
hi g h r e d s hift si d e of t h e L V C h ori z o n. F urt h er m or e, t h e P B H s c e n ari o pr e di ct s a m e r g er
r at e w hi c h i n c r e a s e s m o n ot o ni c all y al s o at r e d s hift s b e y o n d t h e L V C h ori z o n, w hil e i n t h e
a str o p h y si c al c a s e t h e r at e i s e x p e ct e d t o d e cr e a s e s o o n aft er t h e z ∼ 2 st ar f or m ati o n r at e
p e a k r e d s hift ( u nl e s s t h e r e i s a si g ni fi c a nt c o ntri b uti o n fr o m P o p ul ati o n III bi n ari e s, w hi c h
c o ul d p r o d u c e a s e c o n d p e a k at l ar g e r e d s hift). T hi s di ff er e n c e i s of p arti c ul ar i nt e r e st
f or t hir d- g e n er ati o n G W d et e ct or s, w hi c h m a y b e a bl e t o d et e ct m er g e r s u p t o r e d s hift
z ≃ O ( 1 0 2 ) [ 4 2, 4 5 2].
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6. 5 C o n s t r ai n t s o n t h e P B H a b u n d a n c e
I n t hi s s e cti o n w e c o m p ar e t h e P B H a b u n d a n c e f o u n d t o e x pl ai n t h e o b s er v e d B H m er g er
e v e nt s wit hi n t h e P B H s c e n a ri o t o ot h er e xi sti n g c o n str ai nt s. We r ef er t o t h e r e c e nt
r e vi e w s [ 1 7 5, 1 8 0] a n d r ef er e n c e s t h er ei n f or m o r e d et ail s.
I n t h e m a s s r a n g e of i nt er e st f or o ur di s c u s si o n, t h e m o st r el e v a nt c o n str ai nt s c o m e fr o m
C M B a ni s otr o pi e s [ 4 1 7 , 4 5 3 ]. P B H s st a rt a c c r eti n g g a s i n t h e e arl y U ni v er s e i n a pr o c e s s
a c c o m p a ni e d b y e mi s si o n of i o ni zi n g r a di ati o n, t o w hi c h C M B t e m p er at u r e a n d p ol ari z ati o n
fl u ct u ati o n s ar e v er y s e n siti v e. T h e c o n str ai nt s d eri v e d i n [ 4 5 3 ] al s o t a k e i nt o a c c o u nt t h e
c at al y si n g e ff e ct of t h e e arl y D M h al o f or mi n g ar o u n d i n di vi d u al P B H s, a s di s c u s s e d i n
S e c. 6. 2. D u e t o u n c ert ai nti e s i n t h e a c cr eti o n p h y si c s, t h e a ut h or s a n al y z e t w o alt er n ati v e
s c e n a ri o s b eli e v e d t o b r a c k et u n c ert ai nti e s: t h e a c cr eti n g g a s i s eit h er i n a di s k or i n a
s p h eri c al g e o m etr y ( Pl a n c k D / S r e s p e cti v el y). T h e r el e v a nt el e ctr o m a g n eti c e mi s si o n t a k e s
pl a c e i n t h e r e d s hift r a n g e 3 0 0 ≲ z ≲ 6 0 0. T hi s m e a n s t h at t h e s p h eri c al m o d el ( Pl a n c k S)
i s e x p e ct e d t o b e m or e a c c ur at e, a s a t hi n a c cr eti o n di s k c o ul d f or m o nl y at m u c h s m all e r
r e d s hift [ 4 0 8 ], a s di s c u s s e d i n S e c. 6. 2. Al s o, si n c e t h e r el e v a nt e mi s si o n t a k e s pl a c e at hi g h
r e d s hift, it s p h y si c s i s i n d e p e n d e nt of u n c ert ai nti e s i n t h e a c c r eti o n m o d el d u e t o t h e o n s et of
str u ct ur e f or m ati o n. Fi n all y, a s i nf err e d fr o m t h e r e s ult s of t h e N- b o d y si m ul ati o n p erf or m e d
i n R ef. [ 4 4 3], cl u st eri n g at t h at e arl y e p o c h s i s n ot r el e v a nt ( s e e al s o [ 3 9 1]).
Ot h er c o n str ai nt s c o m e fr o m c o m p ari n g t h e l at e ti m e e mi s si o n of el e ctr o m a g n eti c si g n al s fr o m
i nt e r st ell ar g a s a c cr eti o n o nt o P B H s wit h o b s er v ati o n s of g al a cti c r a di o a n d X-r a y i s ol at e d
s o ur c e s ( X R a y) [ 4 5 4 , 4 5 5 ] a n d X-r a y bi n ari e s ( X R a y B) [4 5 6 ], D w arf G al a x y H e ati n g ( D G H)
d u e t o i nt e r a cti o n s of P B H s wit h t h e i nt er st ell ar m e di u m u si n g d at a fr o m L e o T d w a rf
g al a x y o b s er v ati o n s [ 4 5 7 ] a n d l e n si n g s e ar c h e s of m a s si v e c o m p a ct h al o o bj e ct s ( M A C H O s)
t o w ar d s t h e L ar g e M a g ell a ni c Cl o u d s ( E R O S) [ 4 5 8 ], f a st tr a n si e nt e v e nt s n e ar criti c al c ur v e s
of m a s si v e g al a x y cl u st er s (I c ar u s) [ 4 5 9 ], a n d o b s er v ati o n s of st ar s i n t h e G al a cti c b ul g e b y
t h e O pti c al Gr a vit ati o n al L e n si n g E x p eri m e nt ( O gl e) [ 4 6 0].
Fi n all y, t h e N A N O Gr a v e x p eri m e nt s e ar c hi n g f or a st o c h a sti c G W b a c k g r o u n d i n t h e
fr e q u e n c y r a n g e cl o s e t o f ≃ 1 yr − 1 w o ul d b e a bl e t o d et e ct t h e G W s i n d u c e d at s e c o n d
or d er b y t h e c ur v at ur e p e rt ur b ati o n s r e s p o n si bl e f or P B H f o r m ati o n. We s h o w t h e c o n str ai nt
o bt ai n e d b y t h e n ull o b s er v ati o n i n t h e 1 1- yr d at a s et [ 4 6 1 ]. We st r e s s t h at t hi s i s o nl y
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a p pli c a bl e f or P B H s f or m e d fr o m t h e c oll a p s e of d e n sit y p ert ur b ati o n s a n d i n t h e a b s e n c e
of n o n- G a u s si a niti e s ( s e e [ 4 6 2 , 4 6 3 , 4 6 4 , 4 6 5 , 4 6 6 ]). T h e N A N O G r a v c oll a b or ati o n h a s
r e c e ntl y r el e a s e d a n e w d at a s et b a s e d o n 1 2 .5 yr s of o b s er v ati o n s, cl ai mi n g t h at t h e pr e vi o u s
c o n st r ai nt s h o ul d r el a x d u e t o a n i m pr o v e d tr e at m e nt of t h e i ntri n si c p ul s ar r e d n oi s e [ 4 6 7 ].
T h e c oll a b or ati o n al s o cl ai m s st r o n g e vi d e n c e f or a st o c h a sti c c o m m o n- s p e ctr u m pr o c e s s [ 4 6 7 ]
i n t h e n e w d at a s et, w hi c h c o ul d b e e x pl ai n e d b y P B H f o r m ati o n [4 6 8 , 4 6 9 , 4 7 0 , 4 7 1 , 4 7 2 ]
( alt h o u g h t h e si g n al c o ul d al s o b e a s cri b e d t o s u p er m a s si v e B H bi n ari e s [ 4 7 3 ], c o s mi c
stri n g s [ 4 7 4 , 4 7 5 , 4 7 6 , 4 7 7 ], p h a s e t r a n siti o n s i n a d ar k s e ct or [4 7 8 , 4 7 9 , 4 8 0 ], o r ot h e r
s c e n ari o s [ 4 8 1 , 4 8 2 , 4 8 3 , 4 8 4 , 4 8 5 ]). A s t h e n e w c o n str ai nt w o ul d h a v e a si mil ar i m p a ct i n
t h e m a s s r a n g e of i nt er e st, h er e w e c h o o s e t o s h o w t h e 1 1- y r c o n str ai nt a s a r ef er e n c e [ 4 6 1 ].
N oti c e t h at t h e b o u n d s, t y pi c all y d e ri v e d f or a m o n o c hr o m ati c P B H p o p ul ati o n, c a n b e
a d a pt e d t o e xt e n d e d m a s s f u n cti o n s u si n g t h e t e c h ni q u e s d e s cri b e d i n [ 4 0 3 , 4 8 6 ]. O n e s h o ul d
b e a r i n mi n d t h e di ff er e n c e b et w e e n c o n str ai nt s a p pl yi n g t o hi g h-r e d s hift a b u n d a n c e s a n d
m a s s e s ( s u c h a s Pl a n c k D / S a n d N A N O Gr a v, w hi c h p r o b e t h e e arl y U ni v e r s e p h y si c s) a n d
t h e o n e s c o n str ai ni n g l at e-ti m e U ni v er s e q u a ntiti e s aft er t h e o n s et of str u ct u r e f or m ati o n.
T h e e v ol uti o n of m a s s e s a n d f P B H wit h a c cr eti o n r e q uir e s c o n str ai nt s t o b e tr e at e d a s
d e s cri b e d i n d et ail i n R ef. [ 1 7 9 ]. T h e m ai n e ff e ct of a c c r eti o n i s t o all e vi at e e arl y U ni v er s e
C M B c o n st r ai nt s b y s hifti n g t h e m t o hi g h er l at e-ti m e m a s s r a n g e s a n d m a ki n g t h e m w e a k e r
d u e t o t h e gr o wt h of f P B H [ cf. E q. ( 6. 6)].
6. 5. 1 T h e G W T C- 2 d a t a s e t c o nf r o n t s t h e P B H c o n s t r ai n t s
I n Fi g. 6. 5 w e c oll e ct all c o n st r ai nt s o n t h e P B H a b u n d a n c e a n d c o m p ar e t h e m t o t h e
p o p ul ati o n i nf er r e d fr o m t h e G W T C- 2 d at a s et.
At f a c e v al u e, if i nt er p r et e d a s c o mi n g fr o m t h e P B H s c e n ari o, t h e G W T C- 2 e v e nt s s e e m
t o b e i n t e n si o n wit h Pl a n c k D. H o w e v er, o n e s h o ul d c o n si d er t hi s c o n cl u si o n wit h a gr ai n
of s alt. A s alr e a d y m e nti o n e d, t h e a s s u m pti o n of a t hi n di s k i n t h e Pl a n c k D c o n str ai nt i s
l e s s r eli a bl e at hi g h r e d s hift [4 0 8 ] wit h r e s p e ct t o s p h eri c al a c cr eti o n ( Pl a n c k S, w hi c h i s
c o m p ati bl e wit h G W T C- 2).
We al s o t a k e t h e o p p ort u nit y t o n oti c e t h at t h e c o n str ai nt f r o m t h e N A N O Gr a v 1 1- yr d at a
f r o m R ef. [4 6 1 ] h a s l ar g e s y st e m ati c u n c ert ai nti e s, a b o v e all i n t h eir c h oi c e of t h e t hr e s h ol d
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ζ c = 1 f or P B H f or m ati o n ( w h er e ζ i s t h e c ur v at ur e p ert ur b ati o n r e s p o n si bl e f or t h e c r e ati o n
of P B H s u p o n c oll a p s e). I n or d er t o a c c o u nt f o r t h e s e u n c ert ai nti e s, w e h a v e s h o w n h o w t h e
c o n st r ai nt i s r el a x e d b y c h o o si n g a t hr e s h ol d ζ c = 0 .6 m oti v at e d b y st at e- of- a rt n u m eri c al
si m ul ati o n s [ 4 8 7 ] ( s e e al s o t h e di s c u s si o n i n R ef. [3 8 5 ]). Gi v e n t h e u n c ert ai nti e s di s c u s s e d
a b o v e, i n Fi g. 6. 5 w e h a v e d e ci d e d t o s h o w t h e Pl a n c k D a n d t h e m or e stri n g e nt N A N O Gr a v
c o n st r ai nt s ( ζ c = 1) b y d a s h e d li n e s wit h o ut filli n g t h e c orr e s p o n di n g e x cl u d e d r e gi o n.
I n c o n cl u si o n, a s s u mi n g t h at all of t h e e v e nt s i n t h e G W T C- 2 c at al o g a r e ori gi n at e d f r o m
P B H s i s n ot i n c o ntr a st wit h c urr e nt o b s e r v ati o n al c o n str ai nt s.
6. 6 Di s c u s si o n
T hi s p a p er i s a fir st st e p t o w ar d s y st e m ati c all y t e sti n g v ari o u s m o d el s f or t h e f or m ati o n of
B H bi n ari e s. We u s e a m a c hi n e l e ar ni n g e n h a n c e d p o p ul ati o n a n al y si s pi p eli n e t o c o n str ai n
t h e P B H s c e n ari o wit h t h e l at e st G W T C- 2 d at a. We fi n d a pr ef er e n c e f or a s c e n ari o i n
w hi c h P B H s e x p eri e n c e a p h a s e of a c cr eti o n b ef or e t h e r ei o ni z ati o n e p o c h a n d s pi n u p. We
al s o fi n d t h at P B H s m a y f or m a b o ut 0 .3 % of t h e D M i n t h e U ni v e r s e. T hi s a b u n d a n c e i s
still c o m p ati bl e wit h ot h er c o n str ai nt s.
T hi s w or k c a n al s o b e c o n si d er e d a s a pr o of of pri n ci pl e, w hi c h c a n b e e xt e n d e d i n v ari o u s
dir e cti o n s b y r el a xi n g s o m e of t h e a s s u m pti o n s of o u r a n al y si s. We h a v e a s s u m e d t h at e v er y
bi n a r y B H d et e cti o n h a s a p ri m or di al ori gi n, n e gl e cti n g ot h er f or m ati o n c h a n n el s. T hi s i s
o b vi o u sl y a v er y str o n g a s s u m pti o n. I n t h e f ut ur e, w e will mi x t h e P B H si m ul ati o n wit h
di ff er e nt a str o p h y si c al p o p ul ati o n s, s u c h a s i s ol at e d a n d d y n a mi c all y-f or m e d bi n ari e s, t o
pr o d u c e a m or e c o m pr e h e n si v e i nf er e n c e m o d el. F urt h er m or e, it w o ul d b e i nt er e sti n g t o
e xt e n d t h e a n al y si s t o di ff er e nt P B H m a s s f u n cti o n s a n d a c cr eti o n m o d el s.
F o r si m pli cit y, w e a c c o u nt f or s el e cti o n bi a s u si n g a s e mi a n al yti c al n oi s e m o d el, w hi c h w a s
c h e c k e d a g ai n st pr e vi o u s d et e cti o n r at e e sti m at e s. H o w e v er o ur si n gl e- d et e ct or a p pr o xi m a-
ti o n i s e x p e ct e d t o f ail a s t h e s e n siti vit y i m pr o v e s a n d m or e d et e ct or s j oi n t h e n et w or k.
F urt h er m or e, w e ar e u si n g t h e si g n al-t o- n oi s e r ati o i n st e a d of t h e f al s e- al ar m r at e a s o ur
d et e cti o n st ati sti c s, at v ari a n c e wit h t h e L V C s e a r c h pi p eli n e s. R e c e nt w or k u s e s m a c hi n e
l e ar ni n g t e c h ni q u e s t o b ett er c a pt ur e t h e d et e ct or n et w or k r e s p o n s e [4 4 7 , 4 8 8 ]. F ut ur e w or k
s h o ul d i n c or p or at e t h e s e t e c h ni q u e s o n c e t h e y ar e v ali d at e d a g ai n st t h e r e s ult s pr o d u c e d b y
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a s e ar c h pi p eli n e, t o b ett e r a c c o u nt f or t h e s el e cti o n bi a s.
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P r o bi n g t h e e xi s t e n c e of ul t r ali g h t
b o s o n s wi t h a si n gl e
g r a vi t a ti o n al- w a v e m e a s u r e m e n t
Li g ht b o s o n s, pr o p o s e d a s a p o s si bl e s ol uti o n t o v ari o u s pr o bl e m s i n f u n d a m e nt al p h y si c s a n d
c o s m ol o g y[ 4 8 9 , 4 9 0 , 4 9 1 ], i n cl u d e a br o a d cl a s s of c a n di d at e s f o r b e y o n d t h e St a n d ar d M o d el
p h y si c s, s u c h a s dil at o n s a n d m o d uli[ 4 9 2 ], w a v e d ar k m att er[4 9 3 ] a n d a xi o n-li k e p arti cl e s[4 9 4 ].
If li g ht b o s o n s e xi st i n n at ur e, t h e y will s p o nt a n e o u sl y f or m “ cl o u d s ” b y e xtr a cti n g r ot ati o n al
e n er g y fr o m r ot ati n g m a s si v e bl a c k h ol e s t hr o u g h s u p err a di a n c e, a cl a s si c al w a v e a m pli fi c ati o n
p r o c e s s t h at h a s b e e n st u di e d f or d e c a d e s[ 4 9 5 , 4 9 6 ]. T h e s u p err a di a nt gr o wt h of t h e cl o u d
s et s t h e g e o m etr y of t h e fi n al bl a c k h ol e, a n d t h e bl a c k h ol e g e o m etr y d et er mi n e s t h e s h a p e
of t h e cl o u d[ 4 2 7 , 4 9 7 , 4 9 8 ]. H e n c e, b ot h t h e bl a c k h ol e g e o m etr y a n d t h e cl o u d e n c o d e
i nf or m ati o n a b o ut t h e li g ht b o s o n. F or t hi s r e a s o n, m e a s ur e m e nt s of t h e g r a vit ati o n al fi el d
of t h e bl a c k h ol e / cl o u d s y st e m ( a s e n c o d e d i n gr a vit ati o n al w a v e s) a r e o v er- d et er mi n e d. We
s h o w t h at a si n gl e gr a vit ati o n al w a v e m e a s ur e m e nt c a n b e u s e d t o v erif y t h e e xi st e n c e of
li g ht b o s o n s b y m o d el s el e cti o n, r ul e o ut alt e r n ati v e e x pl a n ati o n s f or t h e si g n al, a n d m e a s ur e
t h e b o s o n m a s s. S u c h m e a s ur e m e nt s c a n b e d o n e g e n eri c all y f o r b o s o n s i n t h e m a s s r a n g e
[ 1 0− 1 6 .5 , 1 0 − 1 4 ] e V u si n g LI S A o b s er v ati o n s of e xtr e m e m a s s-r ati o i n s pir al s.
1 0 0
C H A P T E R 7.
7. 1 I n t r o d u c ti o n
Gr a vit ati o n al w a v e s all o w u s t o m e a s ur e t o e x q ui sit e a c c ur a c y t h e h o st bl a c k h ol e m a s s
a n d s pi n ( M, a ), w hi c h gi v e s u s a m o d el pr e di cti o n f or t h e b o s o n cl o u d pr o fil e. We m at c h
t hi s p r e di cti o n wit h a dir e ct m e a s ur e m e nt of t h e pr o p e rti e s of t h e b o s o n cl o u d pr o fil e ( a s
e n c o d e d i n t w o “ s h a p e p ar a m et e r s ” A a n d B , d e fi n e d b el o w) t o c o n fir m t h e m o d el wit h
n o t u n e a bl e p ar a m et er s. S u c h c o n fi r m ati o n i s p o s si bl e w h e n s u p err a di a nt i n st a bilit y h a s
o c c urr e d, a n d t h e bl a c k h ol e / cl o u d s y st e m i s i n e q uili b ri u m d uri n g t h e m e a s ur e m e nt.
S u p err a di a n c e o c c u r s w h e n t h e b o s o n C o m pt o n w a v el e n gt h λ = ℏ / (m s c ) i s c o m p ar a bl e wit h
t h e bl a c k h ol e’ s S c h w ar z s c hil d r a di u s R = 2 G M / c 2 , or R / λ = 0 .1 5( M / 1 0 6 M ⊙ )(m s c
2 / 1 0 − 1 7 e V ) ∼
1. T h e n t h e i n st a bilit y q ui c kl y e xtr a ct s r ot ati o n al e n er g y fr o m t h e bl a c k h ol e, l e a di n g t h e
bl a c k h ol e / cl o u d s y st e m t o e q uili bri u m o n a s o- c all e d “ R e g g e tr aj e ct or y ”[ 4 9 8 ], w h e r e t h e
r ot ati o n al fr e q u e n c y of t h e b o s o n ( w hi c h fr o m n o w o n, f or si m pli cit y, w e a s s u m e t o b e a
s c al ar fi el d) i s c o m p ar a bl e t o t h e bl a c k h ol e r ot ati o n al fr e q u e n c y[ 4 2 7, 4 9 8]:
µ ( 1 )s ≃
a
2 M r +
, ( 7. 1)
w h er e µ s ≡ m s / ℏ i s t h e b o s o n m a s s, r + =
√
M 2 − a 2 + M i s t h e o ut er h ori z o n of t h e r ot ati n g
bl a c k h ol e, a n d fr o m n o w o n w e will u s e g e o m etri c al u nit s ( G = c = 1). T h e s u p er s cri pt
( 1) l a b el s o n e of t hr e e p o s si bl e e x p eri m e nt al w a y s t o m e a s ur e t h e m a s s [ E q s. ( 7. 1)-( 7. 3)].
T o a g o o d a p pr o xi m ati o n, t h e s c al ar fi el d pr o fil e i n t h e e q uili bri u m c o n fi g ur ati o n i s w ell
d e s cri b e d b y[ 4 2 7 , 4 9 9 ] φ (t, r, θ, ϕ) = A B r e − B r / 2 c o s( ϕ − ω R t) si n θ . H er e A i s t h e s c al a r fi el d
a m plit u d e, B = M µ 2s i s a “ s c al e ” p a r a m et er ( n ot e t h at t h e r a di al pr o fil e of t h e cl o u d h a s a
m a xi m u m at r m a x = 2 / B ), a n d ω R ≃ µ s . B ot h A a n d B ar e d et er mi n e d t hr o u g h i n d e p e n d e nt
p h y si c al p r o c e s s e s: A i s s et b y t h e e v ol uti o n of t h e bl a c k h ol e / cl o u d s y st e m, w hil e B i s s et
b y t h e bl a c k h ol e g e o m etr y w h e n t h e bl a c k h ol e / cl o u d s y st e m i s i n e q uili bri u m.
F o r t y pi c al bl a c k h ol e / cl o u d s y st e m s of i nt er e st M µ s ∼ 1, s o t h at t h e fi el d o s cill ati o n ti m e
s c al e ∼ 1 / ω R i s of t h e or d er of s e c o n d s ( h e n c e m u c h s h ort er t h a n t h e L a s er I nt erf er o m etri c
S p a c e A nt e n n a ( LI S A) o b s er v ati o n ti m e T o b s ) w h e n M ∼ 1 0
6 M ⊙ . T h er ef or e w e c a n ti m e-
a v e r a g e t h e gr a vit ati o n al p ot e nti al g e n er at e d b y t h e cl o u d. I n t h e e q u at ori al pl a n e, t h e
r e s ult h a s t h e f or m Φ b (r ) = Φ b (A, B, M, r ) ( s e e E q. ( 7. 1 1) i n t h e m et h o d). B y i m p o si n g
t h at Φ b (r ) ∼ − M s / r at l ar g e r , w h er e M s i s t h e t ot al m a s s i n t h e b o s o n cl o u d, w e c a n r el at e
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t h e s c al ar fi el d a m plit u d e t o it s m a s s: A = ( µ 2s M
3 / 2 M
1 / 2
s )/ [ 8π ( 4 − µ 2s M
2 )] 1 / 2 . T h e r ef or e, if
w e c a n m e a s ur e t h e a m plit u d e A a n d s c al e B of t h e s c al ar cl o u d w e g et t w o m or e e sti m at e s
of t h e b o s o n m a s s:
µ ( 2 )s = ( M / B )
− 1 / 2 ( 7. 2)
a n d







A 2 M π
− 1
˜︁ ˜︁ 1 / 2
. ( 7. 3)
T o i nf er µ
( 3 )
s , w e n e e d a n e sti m at e f o r t h e m a s s of t h e b o s o n cl o u d M s . Alt h o u g h M s c a n b e
o bt ai n e d f r o m t h e e v ol uti o n of t h e bl a c k h ol e / cl o u d s y st e m[ 4 2 7 ] gi v e n µ
( 1 )
s m e a s ur e d fr o m
E q. ( 7. 1), t h e h o st’ s i niti al s pi n a n d a c cr eti o n r at e ar e u n k n o w n, a n d t h er ef or e M s c a n h a v e
a n y v al u e i n a r a n g e M s ∈ [ 0, M
m a x
s ]. We fi x M
m a x
s b y a s s u mi n g t h at t h e i niti al bl a c k h ol e
s pi n ( pr e- s u p err a di a nt a m pli fi c ati o n) i s m a xi m al. E v e n u n d er t hi s c o n s er v ati v e e sti m at e, w e
fi n d t h at t h e ultr ali g ht b o s o n h y p ot h e si s c a n b e eit h er c o n fir m e d or r ul e d o ut.
T h e s u p err a di a nt i n st a bilit y o c c u r s o n a ti m e s c al e τ i n s t ∼ 1 0
5 yr j − 1i n ( 1 0
6 M ⊙ / M )
8 ( 1 0 − 1 7 e V / m s c
2 ) 9 ,
w h e r e j i n d e n ot e s t h e di m e n si o nl e s s s pi n of t h e bl a c k h ol e b ef or e t h e o c c urr e n c e of t h e
s u p err a di a nt i n st a bilit y[ 4 9 7 , 5 0 0 ]. O n c e t h e n o n a xi s y m m etri c b o s o n cl o u d h a s gr o w n, it
di s si p at e s t hr o u g h gr a vit ati o n al w a v e s o n a m u c h l o n g er ti m e s c al e
τ G W ∼ 5 × 1 0
1 1 yr j − 1i n
˜︁
1 0 6 M ⊙ / M
˜︁ 1 4 ˜︁
1 0 − 1 7 e V / m s c
2
˜︁ 1 5
. T h er ef or e w e c a n a s s u m e t h at t h e
s u p err a di a nt i n st a bilit y o c c u r s q ui c kl y ( τ i n s t ≪ τ G W ) a n d t h at t h e bl a c k h ol e / cl o u d s y st e m
i s i n e q uili b ri u m o v er a t y pi c al LI S A o b s er v ati o n ti m e T o b s ∼ 1 yr ≪ τ i n s t ≪ τ G W . T h e
bl a c k h ol e / cl o u d s y st e m will r e m ai n i n e q uili bri u m e v e n if t h er e i s a c cr eti o n, b e c a u s e t h e
( S al p et er) a c cr eti o n ti m e s c al e τ a c c ≫ T o b s [ 4 2 7].
Fr o m a n o b s er v ati o n al st a n d p oi nt, t h er e i s n o r e a s o n w h y t hr e e i n d e p e n d e nt m e a s ur e m e nt s
of t h e b o s o n m a s s u si n g E q s. ( 7. 1), ( 7. 2) a n d ( 7. 3) s h o ul d yi el d t h e s a m e r e s ult, u nl e s s t h e
s u p e r r a di a nt i n st a bilit y h y p ot h e si s i s c orr e ct. T h e gr a vit ati o n al w a v ef or m e mitt e d b y t h e
E M RI of a s m all c o m p a ct o bj e ct or biti n g t h e bl a c k h ol e / cl o u d s y st e m e n c o d e s b ot h t h e h o st
g e o m et r y a n d t h e g r a vit ati o n al p ot e nti al of t h e cl o u d, m a ki n g it p o s si bl e t o eit h er c o n fi r m
t hi s h y p ot h e si s if t h e m e a s ur e m e nt s ar e s elf- c o n si st e nt or r ul e it o ut if t h e y a r e n ot. I n ot h e r
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w o r d s, a m e a s ur e m e nt of eit h er µ
( i)
s (i = 1 , 2 , 3) gi v e s t h e b o s o n m a s s o nl y if t h e b o s o n
cl o u d e xi st s. H o w e v e r, a s elf- c o n si st e nt m e a s ur e m e nt of m o r e t h a n o n e µ
( i)
s c o n fir m s t h e
e xi st e n c e of t h e cl o u d.
E M RI o b s e r v ati o n s b y LI S A c a n m e a s ur e b ot h t h e m a s s a n d s pi n of t h e h o st bl a c k h ol e
t o b ett er t h a n 1 % a c c ur a c y[ 5 8 ]. M att e r e ff e ct s m a y b e r e s ol v e d w h e n t h e d e n sit y of t h e
s urr o u n di n g m at eri al i s s u ffi ci e ntl y hi g h: i n f a ct, s u c h m att er e ff e ct s ar e r e s ol v a bl e e v e n
w h e n t h e d e n sit y i s m u c h s m all er t h a n e x p e ct e d fr o m b o s o n cl o u d s[ 5 0 1 ]. T h e r ef or e, a s w e
s h o w b el o w, t h e t e st s w e j u st o utli n e d c a n b e p erf or m e d wit h LI S A E M RI o b s er v ati o n s. F or
ill u st r ati o n: if t h e m a s s M = 1 0 5 M ⊙ a n d s pi n a = 0 .6 M c a n b e m e a s ur e d t o a n a c c ur a c y
∼ 1 %, a n d A a n d B ( wit h d e g e n er a ci e s) m a y b e m e a s ur e d t o a n a c c ur a c y ∼ 1 0 %, t a ki n g t h e
9 5 % c o n fi d e n c e i nt er v al of M s ∈ [ 0, 0 .1 M ]. T h e n t h e t hr e e e sti m at e s of t h e ultr ali g ht b o s o n




s a n d µ
( 3 )
s w o ul d h a v e err or s ∼ 1 2 %, 8 % a n d 6 9 %, r e s p e cti v el y.
7. 2 M e t h o d s
P o s t e ri o r e s ti m a ti o n. We c o n si d er a LI S A E M RI si g n al fr o m a bl a c k h ol e / cl o u d s y st e m
a n d u s e N e st e d S a m pli n g ( a s i m pl e m e nt e d i n M u l t i N e s t [5 0 2 , 5 0 3 , 5 0 4 ]) t o e v al u at e t h e
p o st eri o r di st ri b uti o n of o ur m e a s u r e m e nt, wit h t h e li k eli h o o d d e fi n e d f o r c ol or e d g a u s si a n
n oi s e f oll o wi n g t h e LI S A p o w er s p e ctr al d e n sit y ( P S D)[ 5 0 5]
l o g L ( θ⃗ , A, B) = ( s, h ( θ⃗ , A, B)) −
1
2
(h ( θ⃗ , A, B), h( θ⃗ , A, B)). ( 7. 4)
H er e s i s t h e i nj e ct e d si g n al, w hi c h w e a s s u m e t o b e n oi s el e s s (t hi s i s a p p r o xi m at el y tr u e at
hi g h S N R, a s i n o ur c h o s e n s c e n ari o) a n d h ( θ⃗ , A, B) i s t h e g r a vit ati o n al- w a v e t e m pl at e at
3. 5 P N o r d er[ 5 0 6 , 5 0 7 , 5 0 8 ] f o r a d et e ct or ori e nt e d o pti m all y f or t h e pl u s p ol ari z e d w a v e,
w hi c h w e u s e i n o ur p ar a m et er e sti m ati o n t o s a m pl e o v er b ot h bi n ar y p ar a m et er s θ⃗ a n d
m att e r p a r a m et er s A, B .
T h e gr a vit ati o n al p ot e nti al d u e t o t h e cl o u d i s i n cl u d e d at l o w e st P N or d er[ 5 0 1]:
h (f ) = h (f )e i( ψ ( f ) + ∆ ψ m a t t e r ( f ) + 2 π f t c + 2 ϕ c ) , ( 7. 5)
w h er e h (f ), ψ (f ) ar e t h e a m plit u d e a n d p h a s e of t h e gr a vit ati o n al w a v e, ∆ ψ m a t t e r (f ) i s t h e
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p h a s e s hift d u e t o m att er e ff e ct s, a n d ( t c , ϕ c ) ar e t h e ti m e a n d p h a s e of c o al e s c e n c e.
T h e i n n er pr o d u ct ( a, b ) i s d e fi n e d a s
(a, b ) = 4 R e
˜︁ ˜︁ ∞
0
a (f )b ∗ (f )
S n (f )
df
∫︂
, ( 7. 6)
w h e r e S n (f ) i s t h e LI S A P S D[ 5 0 5 ]. We t a k e t h e a b s ol ut e v al u e of t h e i n n er pr o d u ct t o
m a xi mi z e o v er t h e p h a s e of c o al e s c e n c e[ 5 0 9 , 5 1 0 ]. I n o ur p ar a m et er e sti m ati o n, w e si m ul at e
a si n gl e g r a vit ati o n al- w a v e e v e nt wit h gi v e n p ar a m et er s a n d s a m pl e o v er bi n a r y m a s s e s
(m 1 , m2 ), ali g n e d s pi n s ( s 1 , s2 ), ti m e of c o al e s c e n c e tc , a n d b o s o n cl o u d p ar a m et er s (A, B ):
s e e E q. ( 7. 1 1).
Si n c e t h e n e st e d s a m pli n g a p pr o a c h i s c o m p ut ati o n all y e x p e n si v e, w e u s e t h e Fi s h er i nf or m a-
ti o n m atri x a p pr o a c h[ 5 1 1 ] t o e x pl or e t h e f ull p ar a m et er s p a c e ( Fi g ur e 7. 2). T h e el e m e nt s of
t h e Fi s h er m atri x ar e c al c ul at e d b y t a ki n g t h e i n n er pr o d u ct b et w e e n d eri v ati v e s of w a v ef or m








. ( 7. 7)
T h e m e a s ur e m e nt u n c ert ai nti e s a n d c or r el ati o n s ar e gi v e n b y
∆ θ a =
√
Σ a a ,
c a b =
Σ a b
√
Σ a a Σ b b
,
( 7. 8)
r e s p e cti v el y, w h er e Σ a b = Γ − 1a b . I n t hi s a p pr o a c h, w e i m pl e m e nt e d t h e gr a vit ati o n al- w a v e
t e m pl at e at 2 P N or d er[ 5 1 1 ]. We h a v e v eri fi e d t h at t h e Fi s h er m atri x e sti m at e s ar e c o n si st e nt
wit h t h e n e st e d s a m pli n g r e s ult s.
B a y e s f a c t o r s. We d e fi n e t h r e e h y p ot h e s e s: ( 1) t h er e i s a m att e r cl o u d pr o d u c e d b y
ultr ali g ht b o s o n s ( H Cl o u d ); ( 2) t h er e i s s o m e m att er di stri b uti o n si mil ar t o a b o s o ni c cl o u d,
b ut n ot n e c e s s aril y pr o d u c e d b y ultr ali g ht b o s o n s: i. e., E q s. ( 7. 1)-( 7. 3) ar e n ot n e c e s s aril y
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s ati s fi e d ( H O t h e r ); a n d ( 3) t h er e i s n o cl o u d ( H N o cl o u d ). T h e c or r e s p o n di n g e vi d e n c e s ar e:
Z Cl o u d =
˜︁
L ( θ⃗ , f(M, a, M s ), g(M, a ))π ( θ⃗ ) π (M s )d θ⃗ d M s ,
Z O t h e r =
˜︁
L ( θ⃗ , A, B)π ( θ⃗ ) π (A )π (B )d θ⃗ d A d B,
Z N o cl o u d =
∫︂
L ( θ⃗ , 0 , 0) π ( θ⃗ ) d θ⃗ , ( 7. 9)
wit h




2 π ( 1 + α )
˜︁
M s
3 2 M 5 ( 1 + α ) − 1 7 a 2 M 3
,
g (M, a ) =
a 2
4 M 3 ( 1 + α ) 2
, ( 7. 1 0)
w h e r e α ≡
˜︁
1 − (a / M ) 2 , θ⃗ a r e t h e bi n a r y p ar a m et er s, L ( θ⃗ , A, B) i s t h e li k eli h o o d, a n d
f (M, a, M s ) a n d g ( M, a ) c a n b e f o u n d b y s ol vi n g E q s. ( 7. 1)-( 7. 3) f or A a n d B . We c o m-
p ut e d t h e B a y e s f a ct or of t w o h y p ot h e s e s H x a n d H y , i. e. t h e r ati o B
y
x = Z y / Z x , u si n g
n e st e d s a m pli n g. Si n c e alt er n ati v e h y p ot h e s e s t y pi c all y c a u s e o nl y s m all c o rr e cti o n s t o
t h e gr a vit ati o n al w a v ef o r m, w e s et c o n s er v ati v el y a u nif or m p ri or o n ( A, B ) s o t h at t h e
e ff e ct o n t h e w a v ef or m p h a s e i s at m o st of or d er p er c e nt, b ut still m e a s ur a bl e ( ≳ 1 r a d).
We a d diti o n all y c ut o ff t h e pri or at a m a xi m u m of ( 3 A, 3 B ), t o b e c o n s er v ati v e. S etti n g
a c o m pl et el y u nif or m p ri or or all o wi n g f or n e gli gi bl e p h a s e d e vi ati o n s w o ul d yi el d m or e
o pti mi sti c r e s ult s. M s i s s et t o b e u nif or m o v e r M s ∈ [ 0, 0 .1] M . W h e n u si n g t h e Fi s h er
i nf or m ati o n m atri x, w e c o m p ut e t h e B a y e s f a ct o r s f oll o wi n g st a n d ar d m et h o d s[5 1 2 ]. We
h a v e v eri fi e d t h at t h e r e s ult s ar e c o m p ati bl e wit h t h e n e st e d s a m pli n g a n al y si s.
W a v ef o r m. We e sti m at e t h e w a v ef o r m b y p ert ur bi n g t h e e n e r g y b al a n c e e q u ati o n[ 5 0 1 ].
T h e gr a vit ati o n al p ot e nti al pr o d u c e d b y t h e b o s o n cl o u d i s[ 4 9 9]
Φ b (r ) ≃
˜︁
π A 2 e − B r
˜︁
− M B 6 r 5 − 2 B 5 r 4 (M − 2 r )
− 1 2 B 4 r 3 (M − 2 r ) + 8B 3 r 2 ( 1 0r − 3 M )
− 1 6 B 2 r (M − 1 0 r ) + 1 6 e B r
˜︁
B 3 M r 2 − 4 B 2 r 2
+ B M − 1 2) − 1 6 B (M − 1 2 r ) + 1 9 2)] /
˜︁
2 B 4 M r 3
˜︁
.
( 7. 1 1)
We e x p a n d t h e p h a s e s hift t o fir st o r d er i n Φ b / Φ B H , w h er e ΦB H i s t h e gr a vit ati o n al p ot e nti al
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i n t h e a b s e n c e of t h e cl o u d. T hi s i ntr o d u c e s a c orr e cti o n t o K e pl er’ s l a w a n d t h e e n er g y
b al a n c e a n d c h a n g e s t h e a c c u m ul at e d or bit al p h a s e s hift. T h e p h a s e s hift d u e t o m att er c a n
b e c o m p ut e d fr o m t h e or bit al e n er g y b al a n c e e q u ati o n[ 5 0 1]
d E o r bi t
dt
+
d E g w
dt
= 0 , ( 7. 1 2)
w h er e








µ v 2 + µ Φ( r )
˜︁
,
d E g w
dt
=
3 2 µ 2 r 4 ω 6
5
,
( 7. 1 3)
a n d Φ( r ) = − M / r + Φ b (r ). H e r e µ i s t h e s m all c o m p a ct o bj e ct m a s s, v i s t h e v el o cit y of
t h e c o m p a ni o n, a n d ω i s t h e or bit al a n g ul ar fr e q u e n c y. T hi s gi v e s t h e r at e of c h a n g e of t h e
o r bit al r a di u s
r ′(t) = −
3 2 µ 2 r 4 ω 6
5 [ µ v v ′(r ) + µ Φ ′(r )]
, ( 7. 1 4)
w hi c h c a n b e tr a n sl at e d t o t h e t ot al gr a vit ati o n al- w a v e p h a s e s hift u si n g t h e st ati o n ar y
p h a s e a p pr o xi m ati o n[ 1 9]:
∆ ψ m a t t e r = 2 π f t (f ) − 2 ϕ (f ), ( 7. 1 5)











( 7. 1 6)
w h e r e w e o nl y c o n si d er m att e r c o ntri b uti o n. T h e m a p pi n g b et w e e n t h e or bit al r a di u s a n d
t h e gr a vit ati o n al- w a v e fr e q u e n c y m a y b e s ol v e d b y i n v erti n g t h e f oll o wi n g r el ati o n f or r




, ( 7. 1 7)
a n d e x p a n di n g t o fir st or d er i n ϵ = Φ b / Φ B H [5 0 1 ]. We h a v e i n cl u d e d fir st- or d er c orr e c-
ti o n s fr o m m att er e ff e ct s, a n d v e ri fi e d t h at s e c o n d- or d e r c orr e cti o n s c a u s e n e gli gi bl e p h a s e
c orr e cti o n s i n t h e g r a vit ati o n al w a v ef or m at p er c e nt l e v el i n t h e c a s e t h at w e c o n si d er h er e.
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D a r k m a t t e r mi ni- s pi k e. T o ill u str at e a c a s e w h e r e o u r bl a c k h ol e / cl o u d t e st di s cri mi n at e s
ot h e r e ff e ct s fr o m b o s o n cl o u d s, w e c o n si d er a bl a c k h ol e s urr o u n d e d b y a d ar k m att e r
mi ni- s pi k e ( si mil ar c o n str u cti o n s w er e u s e d i n pr e vi o u s w or k[ 5 0 1 ]). We a s s u m e t h e mi ni- s pi k e
d e n sit y t o f oll o w a p o w er-l a w





, ( 7. 1 8)
w h e r e ρ s p a n d r s p ar e t h e d e n sit y a n d r a di u s n or m ali z ati o n c o n st a nt s, a n d α gi v e s t h e
st e e p n e s s of t h e pr o fil e. We f oll o w[ 5 0 1 ] t o c o n str u ct t h e or bit al p h a s e s hift of t h e gr a vit ati o n al
w a v e d u e t o t h e mi ni- s pi k e. T o a s s e s s w h et h er t h e d ar k m att er mi ni- s pi k e c a n mi mi c a
b o s o n cl o u d w e fir st c o n str u ct t h e or bit al p h a s e s hift d u e t o a d ar k m att er s pi k e, t h e n w e
fit t h e r e s ult s u si n g a b o s o n cl o u d, b ut t r e ati n g t h e A a n d B p a r a m et er s a s fr e e. We s et
ρ s p = 3 × 1 0
5 M ⊙ / A U
3 , α = 1 a n d r s p = 6 M , w hi c h c a u s e s a n or bit al s hift of si mil a r or d er
a s t h e b o s o n cl o u d i n o ur e x a m pl e s c e n ari o.
We c h o s e t h e d ar k m att er mi ni- s pi k e p ar a m et er s t o mi mi c b o s o n cl o u d e ff e ct s. If w e h a d
c h o s e n t h e d ar k m att er mi ni- s pi k e pr o fil e e x p e ct e d t o f or m t hr o u g h a di a b ati c gr o wt h fr o m a
s e e d bl a c k h ol e i n a t y pi c al c u s p y d ar k m att e r e n vir o n m e nt wit h d e n sit y ∼ G e V / c m 3 at 1 0 0
k p c [ R ef. 5 1 3], or if w e h a d c h o s e n di ff e r e nt v al u e s of α , t h e di s cri mi n at or y p o w er of o ur t e st
w o ul d h a v e i m p r o v e d e v e n f urt h er.
7. 3 R e s ul t s
A s a pr o of of p ri n ci pl e, l et u s fir st c o n si d er a c a s e st u d y of a s y st e m w h er e it i s i n d e e d
p o s si bl e t o c o n fi r m t h e e xi st e n c e of ultr ali g ht b o s o n s wit h LI S A. We c o n str u ct a n E M RI
gr a vit ati o n al- w a v e t e m pl at e i n t h e bl a c k h ol e / cl o u d p ot e nti al of E q. ( 7. 1 1), w h er e A a n d B
ar e fr e e p ar a m et er s. F oll o wi n g pr e vi o u s w or k[ 5 0 1 ], t o c o m p ut e t h e e v ol uti o n w e i n cl u d e t h e
l o w e st p o st- N e wt o ni a n ( P N) or d er i n t h e p h a si n g a s w ell a s t h e l e a di n g or d e r c o ntri b uti o n
f r o m m att er e ff e ct s. We al s o a d d s pi n- d e p e n d e nt P N c orr e cti o n s t o t h e i n s pi r al w a v ef o r m
( a s i m pl e m e nt e d i n t h e LI G O Al g orit h m Li br ar y[ 5 1 4 ]), w hi c h all o w s u s t o e sti m at e t h e bl a c k
h ol e s pi n[ 5 0 6 , 5 0 8 ]. Si n c e t h e w a v ef or m i n cl u d e s m att er e ff e ct s, a n E M RI o b s er v ati o n all o w s
u s t o i nf e r b ot h t h e b o s o n cl o u d a n d h o st bl a c k h ol e pr o p erti e s: i n p arti c ul ar, b y m at c h e d
filt e ri n g w e c a n r e c o v er t h e m a s s e s a n d ( ali g n e d) s pi n of t h e c e ntr al bl a c k h ol e, a s w ell a s
t h e b o s o n cl o u d a m plit u d e a n d st e e p n e s s p ar a m et er s ( A a n d B ).
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T o b e s p e ci fi c, w e c o n si d er gr a vit ati o n al w a v e s f r o m a st ell ar- m a s s bl a c k h ol e ( m = 6 0 M ⊙ ,
a ′ = 0) i n s pir alli n g i nt o a s u p er m a s si v e bl a c k h ol e ( M = 1 0 5 M ⊙ , a = 0 .6 M ) s urr o u n d e d b y a
cl o u d g e n er at e d b y b o s o n s of m a s s µ s = 2 .2 6 × 1 0
− 1 6 e V, wit h t ot al cl o u d m a s s M s = 0 .0 5 M ,
o n e y e a r o b s er v ati o n ti m e a n d a LI S A si g n al-t o- n oi s e r ati o ( S N R) ( h, h ) 1 / 2 = 9 7, w hi c h
c orr e s p o n d s t o r e d s hift z ∼ 1[ 5 8 , 5 1 5 ]. We u s e a n e st e d s a m pli n g M ar k o v- C h ai n M o nt e
C arl o al g orit h m t o r e c o v er t hr e e i n d e p e n d e nt p o st eri or s µ
( i)
s (i = 1 , 2 , 3) fr o m m e a s ur e m e nt s
of M , a , A a n d B . Fi g u r e 7. 1 (t o p p a n el) s h o w s t h at i n t hi s c a s e w e c o n fir m t h e ultr ali g ht
b o s o n h y p ot h e si s b e c a u s e all t h r e e m e a s ur e m e nt s o v erl a p. I n t h e b ott o m p a n el of Fi g u r e 7. 1
w e c o n si d er i n st e a d t h e gr a vit ati o n al w a v e si g n al pr o d u c e d b y a s m all c o m p a ct o bj e ct f alli n g
i nt o a bl a c k h ol e s urr o u n d e d b y a d ar k m att er mi ni- s pi k e wit h ρ s p = 3 × 1 0
5 M ⊙ / A U
3 , α = 1
a n d r s p = 6 M ( s e e ” M et h o d s ” f or t h e m oti v ati o n f or t h e p ar a m et er s)[ 5 0 1 , 5 1 6 ]. I n t hi s
c a s e w e c a n r ul e o ut ultr ali g ht b o s o n s a s a s o ur c e of t h e m att er di stri b uti o n, b e c a u s e t h e
r e c o v e r e d ultr ali g ht b o s o n m a s s e s d o n ot o v erl a p.
It i s n at ur al t o a s k w h et h er t h e c a s e st u d y s h o w n a b o v e i s g e n eri c: c a n si mil ar m e a s ur e m e nt s
b e d o n e a cr o s s a r a n g e of bi n ar y p ar a m et e r s a n d b o s o n m a s s e s ? T o a n s w er t hi s q u e sti o n w e
si m ul at e d o n e y e ar of LI S A E M RI o b s er v ati o n s f or di ff er e nt b o s o n m a s s e s b y v a r yi n g t h e
h o st s pi n j ∈ [ 0.4 , 0 .9 8], m a s s M , a n d S N R. T o s a m pl e t hi s l ar g e p a r a m et er s p a c e w e u s e d
a ( m u c h f a st er) Fi s h er i nf or m ati o n m atri x c al c ul ati o n t o r e c o v er p ar a m et er s. A s s h o w n i n
Fi g ur e 7. 2, w e f o u n d t h at it i s p o s si bl e t o c arr y o ut c o n si st e n c y c h e c k s f o r t w o or m or e of t h e
µ
( i)
s ’ s f or a br o a d r a n g e of bi n ar y p ar a m et er s a n d f or b o s o n m a s s e s µ s ∈ [ 1 0
− 1 7 , 1 0 − 1 4 ] e V.
E xt e n di n g t h e o b s er v ati o n ti m e i m pr o v e s t h e l o w er b o u n d, b ut m a s s e s µ s ≲ 1 0
− 2 0 e V r e s ult
i n u n m e a s u r a bl e e ff e ct s (t h e w a v ef or m p h a s e c orr e cti o n d u e t o t h e cl o u d c o ntri b ut e s l e s s
t h a n o n e gr a vit ati o n al- w a v e c y cl e). At t h e o p p o sit e e n d of t h e m a s s r a n g e, bl a c k h ol e / cl o u d
s y st e m s wit h µ s ≳ 1 0
− 1 4 e V w o ul d p r o d u c e E M RI si g n al s o ut si d e of t h e LI S A s e n siti vit y
b a n d.
7. 4 Di s c u s si o n
O ur w or k i s m e a nt t o b e a pr o of- of- pri n ci pl e d e m o n str ati o n t h at bi n ar y p ul s ar-li k e t e st s of
ult r ali g ht b o s o n s ar e p o s si bl e t hr o u g h E M RI o b s er v ati o n s wit h LI S A, b ut f ut ur e e ff ort s t o
m o d el t h e s y st e m m or e pr e ci s el y will b e r e q uir e d f or t h e pr a cti c al i m pl e m e nt ati o n of t hi s
pr o gr a m i n t h e LI S A d at a- a n al y si s. Gr a vit ati o n al w a v e s fr o m E M RI s c a n b e c o m p ut e d t o
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hi g h a c c ur a c y f or a str o p h y si c al m a s si v e bl a c k h ol e s i n i s ol ati o n, w hi c h ar e c h ar a ct eri z e d o nl y
b y t h eir m a s s a n d s pi n, b ut s urr o u n di n g m att er c a n b a c k-r e a ct o n t h e bi n ar y. B a c k-r e a cti o n
e ff e ct s a r e s m all f or t h e hi g h m a s s r ati o s c o n si d er e d h er e, b ut t h e y c a n b e r el e v a nt f or
c o m p ar a bl e- m a s s bi n ari e s.
F u rt h e r m o r e, it will b e i nt er e sti n g t o t a k e i nt o a c c o u nt t h e p o s si bilit y of ” m o d e mi xi n g ”:
p ert ur b ati o n s d u e t o t h e s m all or biti n g c o m p a ni o n c a n mi x s u p e rr a di ati n g m o d e s wit h
“ d u m pi n g ” (i nf alli n g) l e v el s of t h e cl o u d, c a u si n g t h e cl o u d t o c oll a p s e b ef o r e t h e bi n ar y c a n
t r a c e it s pr o p erti e s[ 5 1 7 ]. If t hi s o c c ur s, o ur t e st will yi el d a n ull r e s ult wit h n o n- o v erl a p pi n g
di stri b uti o n s f or t h e µ ( i) ’ s, a s w e w o ul d n ot m e a s u r e t h e e ff e ct s of t h e cl o u d. T h e di st u r b a n c e
o n t h e cl o u d d u e t o a c o m p a ni o n i s a n a cti v e ar e a of r e s e ar c h: r e c e nt w or k s u g g e st s t h at t h e
b o s o n cl o u d w o ul d, i n f a ct, s ur vi v e m o d e mi xi n g i n t h e hi g h m a s s r ati o s c e n ari o st u di e d i n
t hi s p a p er w h e n t h e s m all o bj e ct i s i n a c or ot ati n g or bit[ 5 1 8 ], a n d t h e n a m e a s ur e m e nt w o ul d
b e p o s si bl e. C o u nt er-r ot ati n g E M RI s a r e l e s s li k el y t o b e d et e ct a bl e b y LI S A[ 5 1 9 ]. N u m eri c al
e sti m at e s of t h e cl o u d m a s s aft er d e pl eti o n c a n b e a p pr o xi m at e d b y t h e p h e n o m e n ol o gi c al
fit s ∼ M s ( 1 − e x p
˜︁
− 1 0 q 1 .2 (M µ s )
0 .1 8
˜︁
) a n d ∼ M s ( 1 − e x p
∫︂
− 2 .3 q 0 .9 − 1 0( M µ s )
3 / 2
˜︁
) f o r c o-
r ot ati n g a n d c o u nt er-r ot ati n g or bit s, r e s p e cti v el y, a s l o n g a s q ≲ 0 .1 a n d M µ s ≲ 0 .2 [ R ef. 5 1 8].
Cl o u d d e pl eti o n c a n t h er ef o r e b e n e gl e ct e d f or m o st E M RI s, e x c e pt f or a n arr o w r e gi o n of
p ar a m et er s p a c e i n v ol vi n g a str o p h y si c all y r ar e c o u nt er-r ot ati n g or bit s.
We h a v e a c c o u nt e d f or p o s si bl e d e g e n er a ci e s b et w e e n t h e bi n a r y p ar a m et er s a n d e ff e ct s
d u e t o t h e b o s o n cl o u d u si n g n e st e d s a m pli n g t o si m ult a n e o u sl y i nf er t h e bi n ar y’ s i ntri n si c
p ar a m et er s ( m a s s e s, s pi n s), t h e cl o u d pr o p e rti e s a n d t h e m er g er ti m e ( m a xi mi zi n g o v er t h e
p h a s e of t h e w a v e). T h e e ff e ct of t h e cl o u d i s a sl o w c u m ul ati v e s hift u ni q u el y ti e d t o t h e
cl o u d’ s d e n sit y pr o fil e, s o ( a s e x p e ct e d) w e f o u n d t h at t h e d e g e n er a c y b et w e e n t h e or bit al
p a r a m et e r s of t h e bi n ar y a n d t h e cl o u d p ar a m et er s i s s m all. Fi g ur e 7. 1 s h o w s t h at t h e
c o n si st e n c y t e st c a n b e p erf or m e d f or S N R s t h at c a n b e a c hi e v e d wit h LI S A[ 5 8 ]. We h a v e
al s o v eri fi e d t h at t h e c o n si st e n c y t e st i s p o s si bl e w h e n i n cl u di n g e c c e ntri cit y c orr e cti o n s at
fir st or d er i n t h e gr a vit ati o n al- w a v e p h a si n g[ 5 2 0].
F oll o wi n g pr e vi o u s w or k[ 4 2 7 , 4 9 9 ] w e f o c u s o n t h e m o st u n st a bl e m o d e, a s it a c c o u nt s f or
m o st of t h e m att er di stri b uti o n. Hi g h e r m o d e s ar e u nli k el y t o b e o b s er v e d b e c a u s e t h e y
w o ul d o nl y b e c o m e u n st a bl e o n m u c h l o n g er ti m e s c al e s ( τ H Mi n s t ∼ 1 0
7 y e ar s f or t h e ill u str ati v e
c a s e c o n si d er e d h er e)[ 5 0 0 ]. T hi s i s a p p r o pri at e f o r t h e pr e s e nt or d er- of- m a g nit u d e e sti m at e
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of t h e e ff e ct of t h e m att er di stri b uti o n. H o w e v er, t h e n e xt-t o-l e a di n g or d er m o d e c a n b e
fill e d t hr o u g h s u p e rr a di a n c e o n a ti m e s c al e o n e or t w o o r d er s of m a g nit u d e hi g h er t h a n t h e
fi r st m o d e’ s di s si p ati o n ti m e- s c al e. If t h e f u n d a m e nt al m o d e i s d e pl et e d vi a g r a vit ati o n al
r a di ati o n, o ur pr o p o s e d t e st c a n still b e p erf or m e d b y r e pl a ci n g E q s. ( 7. 1)-( 7. 3) wit h t h e
e q ui v al e nt e x p r e s si o n f or t h e n e xt-t o-l e a di n g or d er m o d e.
F o r si m pli cit y, w e a s s u m e d t h at t h e s m all c o m p a ct o bj e ct i s i n a n e q u at ori al or bit a n d w e
c o m p ut e d t h e gr a vit ati o n al p ot e nti al f or r e al s c al a r fi el d s. H o w e v er o ur r e s ult s al s o a p pl y t o
c o m pl e x s c al ar fi el d s w h er e t h e p ot e nti al i s st ati o n ar y[ 5 2 1 ]. I n t h e s a m e s pirit w e u s e d P N
w a v ef or m s wit h ali g n e d s pi n s, a s o p p o s e d t o m or e r e ali sti c, f ull y pr e c e s si n g E M RI w a v ef or m s
wit h e c c e nt ri cit y[ 5 8 , 5 2 2 , 5 2 3 ]. T h e s e c orr e cti o n s will m att e r i n LI S A d at a a n al y si s, b ut
t h e y o nl y c o ntri b ut e a fr a cti o n of t h e t ot al p h a s e s hift, a n d s o t h e y c a n b e o mitt e d f or
or d er- of- m a g nit u d e e sti m at e s. We h a v e al s o c h e c k e d t h e c o n v er g e n c e of t h e P N e x p a n si o n
b y c o m p ari n g t h e a c c u m ul at e d p h a s e s hift of t h e hi g h e st t er m r el ati v e t o t h e n e xt-t o- hi g h e st
t er m, fi n di n g t h e di ff er e n c e t o b e n e gli gi bl e at t h e p e r c e nt l e v el. A n ot h er i nt e r e sti n g e ff e ct i s
t h at, b e c a u s e t h e p ot e nti al of a b o s o n cl o u d i s n ot s p h eri c all y s y m m etri c, or bit al r e s o n a n c e s
c o ul d r e s ult i n a n g ul ar m o m e nt u m tr a n sf er b et w e e n t h e c o m p a ni o n a n d t h e cl o u d, i n cr e a si n g
t h e o r bit al e c c e ntri cit y[ 4 9 9 ]. T h e s e r e s o n a n c e s ar e a n i nt er e sti n g t o pi c f or f ut ur e st u d y, b ut
w e v e ri fi e d t h at t h e y d o n ot o c c ur f or t h e or bit al p ar a m et er s c o n si d er e d h er e.
I n c o n cl u si o n, t h e p o s si bilit y t o o bt ai n t hr e e i n d e p e n d e nt m e a s ur e m e nt s of ultr ali g ht b o s o n
m a s s e s w hi c h c a n b e cr o s s- c o m p ar e d f or c o n si st e n c y i s m o stl y u n a ff e ct e d b y t h e c orr e cti o n s
li st e d a b o v e. We h a v e d e m o n str at e d t h at LI S A E M RI o b s er v ati o n s, i n a r e ali sti c S N R
r a n g e, c a n b e u s e d t o c o n fir m ( or r ul e o ut) t h e f or m ati o n of ultr ali g ht b o s o n c o n d e n s at e s
ar o u n d a str o p h y si c al bl a c k h ol e s i n t h e m a s s r a n g e µ s ∈ [ 1 0
− 1 6 .5 , 1 0 − 1 4 ] e V, dir e ctl y pr o bi n g
t h e e xi st e n c e of ultr ali g ht b o s o n s. M or e a c c ur at e w a v ef or m m o d el s a n d m or e a c c ur at e
tr e at m e nt s of s u p err a di a n c e (i n cl u di n g hi g h er- or d e r m o d e s a n d p o s si bl e tr a n siti o n s a m o n g
s u p err a di a nt st at e s) will b e n e e d e d f o r a n i m pl e m e nt ati o n of t hi s i d e a i n LI S A d at a a n al y si s.
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Fi g ur e 7. 1: T h r e e i n d e p e n d e n t p o s t e ri o r di s t ri b u ti o n m e a s u r e m e n t s of ul t r ali g h t
b o s o n p a r ti cl e m a s s e s µ
( 1 )
s ( bl a c k ), µ
( 2 )
s ( o r a n g e ) a n d µ
( 3 )
s ( bl u e ) [ s e e E q s. ( 7. 1 )-
( 7. 3 )] f r o m a si n gl e g r a vi t a ti o n al- w a v e o b s e r v a ti o n wi t h L I S A. P a n el a : t h e si g n al
i s p r o d u c e d b y a n E M RI i nt o a bl a c k h ol e / cl o u d s y st e m wit h µ s = 2 .2 6 × 1 0
− 1 6 e V. All
t hr e e m e a s ur e m e nt s o v erl a p wit h e a c h ot h er, f a v o uri n g t h e pr e s e n c e of t h e cl o u d o v er t h e
“ n o cl o u d ” h y p ot h e si s wit h B a y e s f a ct or s l o g B Cl o u dN o cl o u d > 1 0 0 0 (t o p-ri g ht). P a n el b : t h e bl a c k
h ol e h a s t h e s a m e pr o p erti e s, b ut t h e “ cl o u d ” i s pr o d u c e d b y a d ar k m att e r mi ni- s pi k e.
M e a s ur e m e nt s d o n ot o v erl a p, r uli n g o ut t h e b o s o n cl o u d h y p ot h e si s wit h B a y e s f a ct or s
l o g B O t h e rCl o u d > 3 0.
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M m e a n [ M ]
Cl o u d
m e as ur a bl e
C o nsist e n c y t est a v ail a bl e
l o g B Cl o u dOt h er = 7
l o g B Cl o u dN o cl o u d = 0
l o g B Cl o u dN o cl o u d = 7
l o g B Cl o u dN o cl o u d = 1 4
Fi g ur e 7. 2: M e di a n e r r o r of t h e m e a s u r e m e n t s µ
( 1 ,2 ,3 )
s i n c ol o r a s a f u n c ti o n of
t h e S N R a n d ul t r ali g h t b o s o n m a s s µ s a n d m e a n h o s t bl a c k h ol e m a s s M
m e a n .
T h e c o n si st e n c y t e st i s a v ail a bl e a c r o s s a wi d e µ s ∈ [ 1 0
− 1 6 .5 , 1 0 − 1 4 ] e V (i. e. a b o v e t h e bl a c k
c o nt o u r, l o g B Cl o u dO t h e r = 7). T h e pr e s e n c e of t h e cl o u d c a n b e i nf e rr e d o v er µ s ∈ [ 1 0
− 1 7 , 1 0 − 1 4 ]
e V ( a b o v e t h e r e d d a s h e d c o nt o ur, l o g B Cl o u dN o cl o u d = 7). We h a v e si m ul at e d a p o p ul ati o n
of bi n ari e s di stri b ut e d l o g arit h mi c all y a cr o s s h o st m a s s M ∈ [ 1 03 , 1 0 7 ] M⊙ a n d m a s s r ati o
q ∈ [ 1 0− 3 , 1 0 − 2 ], a n d li n e arl y i n h o st s pi n j ∈ [ 0.4 , 0 .9 8]. We a v er a g e all m e a s u r e m e nt s
o v er s pi n, a n d u s e a G a u s si a n filt er o n t h e d at a f or vi s u ali z ati o n p ur p o s e s. T h e bl a c k s oli d
c o nt o ur c orr e s p o n d s t o l o g B Cl o u dO t h e r = 7; t h e r e d d a s h- d ott e d, d a s h e d, a n d pi n k d ott e d c o nt o u r s
c o r r e s p o n d t o l o g B Cl o u dN o Cl o u d = 0, 7 a n d 1 4, r e s p e cti v el y.
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O n t h e p o s si bili t y of d e t e c ti n g
ul t r a- s h o r t p e ri o d e x o pl a n e t s wi t h
L I S A
[6 ] r e c e ntl y r e e x a mi n e d t h e p o s si bilit y of d et e cti n g gr a vit ati o n al w a v e s fr o m e x o pl a n et s,
cl ai mi n g t h at t hr e e ultr a- s h ort p eri o d s y st e m s w o ul d b e o b s er v a bl e b y LI S A. We r e vi sit
t h eir a n al y si s a n d c o n cl u d e t h at t h e c urr e ntl y k n o w n e x o pl a n et ar y s y st e m s ar e u nli k el y t o
b e d et e ct a bl e, e v e n a s s u mi n g a LI S A o b s er v ati o n ti m e T o b s = 4 yr s. C o n cl u si v e st at e m e nt s
o n t h e d et e ct a bilit y of o n e of t h e s e s y st e m s, G P C o m b, will r e q uir e b ett er k n o wl e d g e of
t h e s y st e m’ s p r o p erti e s, a s w ell a s m or e c ar ef ul m o d eli n g of b ot h LI S A’ s r e s p o n s e a n d t h e
g al a cti c c o nf u si o n n oi s e. Still, t h e p o s si bilit y of e x o pl a n et d et e cti o n wit h LI S A i s i nt e r e sti n g
e n o u g h t o w a rr a nt f urt h er st u d y, a s gr a vit ati o n al w a v e s c o ul d yi el d d y n a mi c al pr o p erti e s
t h at ar e di ffi c ult t o c o n str ai n wit h el e ctr o m a g n eti c o b s er v ati o n s.
8. 1 I n t r o d u c ti o n
T h e i d e a of u si n g s p a c e- b a s e d gr a vit ati o n al- w a v e ( G W) o b s er v ati o n s wit h LI S A t o d et e ct
e x o pl a n et s w a s pr o p o s e d al m o st 2 0 y e ar s a g o. At t h e ti m e o nl y a b o ut 2 0 s u c h s y st e m s w er e
k n o w n. E v e n t a ki n g i nt o a c c o u nt t h at e c c e ntri c s y st e m s c o ul d pr o d u c e si g ni fi c a nt G W p o w er
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T a bl e 8. 1: P a r a m et e r s of t h e m o st pr o mi si n g e x o pl a n et ar y s y st e m s f o r G W d et e cti o n ( n ot e
t h at, a s di s c u s s e d i n t h e t e xt, t h e cl a s si fi c ati o n of t h e s e s y st e m s a s e x o pl a n et s i s q u e sti o n a bl e).
All p ar a m et er s a r e t a k e n fr o m t h e o nli n e e x o pl a n et c at al o g h t t p : / / e x o p l a n e t . e u / c a t a l o g / ,
wit h t h e e x c e pti o n of q u a ntiti e s l a b el e d wit h † [3 ], ‡ [4 ], § [5 ], a n d ∗ [6 ]. H er e D L , M s t a r [M ⊙ ]
a n d M pl a n e t [M J ] d e n ot e t h e l u mi n o sit y di st a n c e, m a s s of t h e st ar i n s ol ar m a s s e s, a n d m a s s
of t h e pl a n et i n J u pit er m a s s e s, w hil e ( θ̄ S , ϕ¯ S ), ι a n d P d e n ot e t h e s k y l o c ati o n (i n e cli pti c
c o o r di n at e s), i n cli n ati o n a n d or bit al p eri o d of t h e bi n ar y.
N a m e D L [ pc] M s t a r [M ⊙ ] M pl a n e t [M J ] θ̄ S [ d e g] ϕ̄ S [ d e g] ι[ d e g] P [ d a y s]
G P C o m b 7 2 .8 3 ± 0 .3 2 † 0. 4 3 5 ‡ 2 6 .2 ± 1 6 .6 2 3. 0 0 † 1 8 7. 7 2 † 5 5 .5 ± 2 2 .5 0. 0 3 2
V 3 9 6 H y a b 9 3 .5 1 ± 1 .2 9 † 0. 3 4 5 ‡ 1 8 .3 ± 1 2 .2 - 1 4. 5 0 † 2 0 5. 7 3 † 5 2 ± 2 7 0. 0 4 5 ∗
J 1 4 3 3 b 2 2 4 .5 2 ± 1 0 .2 2 † 0 .8 ± 0 .0 7 § 5 7 .1 ± 0 .7 2 3. 8 9 † 2 1 2. 3 7 † 8 4. 3 6 0. 0 5 4
at hi g h e r h a r m o ni c s, a n d t h at s o m e of t h e s e e x o pl a n et s c o ul d r e s o n a ntl y e x cit e t h e o s cill ati o n
m o d e s of t h e st ar t h e y ar e or biti n g, n o n e of t h e m w a s f o u n d t o b e d et e ct a bl e [ 5 2 4 , 5 2 5 , 5 2 6 ].
H o w e v e r, t h e n u m b er of k n o w n e x o pl a n et s i s n o w i n t h e t h o u s a n d s a n d e x o pl a n et s ur v e y s
p oi nt t o a v er y l ar g e p o p ul ati o n of pl a n et a r y s y st e m s i n o ur G al a x y, wit h m or e t h a n o n e
pl a n et p er st ar o n a v e r a g e [ 5 2 7 ] a n d fr e e- fl o ati n g pl a n et s o ut n u m b eri n g t h e st ar s [5 2 8 ]. M a n y
of t h e s e pl a n et ar y s y st e m s ar e dr a m ati c all y di ff er e nt t h a n o ur o w n, wit h h ot J u pit er s, hi g hl y
e c c e nt ri c a n d i n cli n e d or bit s, a s w ell a s e ntir e s y st e m s of ti g htl y- p a c k e d i n n er pl a n et s. S u c h
a ri c h a n d v ari e d p o p ul ati o n of e x o pl a n et ar y s y st e m s str ai n s o ur c urr e nt u n d er st a n di n g of
pl a n et ar y s y st e m f or m ati o n a n d e v ol uti o n. A f e w y e ar s a g o [ 5 2 9 ] s h o w e d t h at t h e st o c h a sti c
G W b a c k g r o u n d p r o d u c e d b y t h e s e s y st e m s w o ul d p e a k at ∼ 1 0 − 5 H z, wit h c h ar a ct e ri sti c
a m plit u d e a b o ut t w o or d er s of m a g nit u d e b el o w LI S A’ s s e n siti vit y, t h o u g h a s t h e e x o pl a n et
di s c o v e r y s p a c e e x p a n d s, o ur e sti m at e s of t hi s b a c k gr o u n d will e v ol v e.
[6 ] r e c e ntl y r e vi sit e d t h e p o s si bilit y of d et e cti n g e x o pl a n et s wit h LI S A. T h e y c o m p ut e d t h e
c h a r a ct e ri sti c st r ai n f or s o m e ultr a- s h ort p eri o d e x o pl a n et s f r o m a n o nli n e c at al o g 1 , a n d
cl ai m e d t h at t hr e e s y st e m s ( G P C o m b, V 3 9 6 H y a b, a n d J 1 4 3 3 b) h a v e c h ar a ct e ri sti c G W
str ai n s l ar g e e n o u g h t o b e o b s er v a bl e u si n g t h e ori gi n al LI S A d e si g n [ 7 , h e n c ef ort h “ Cl a s si c
LI S A ”] i n o n e y e ar of i nt e gr ati o n, i g n o ri n g t h e g al a cti c c o nf u si o n n oi s e: cf. Fi g. 2 of [ 6].
I n T a bl e 8. 1 w e c oll e ct e d all r el e v a nt k n o w n pr o p erti e s (t o t h e b e st of o ur k n o wl e d g e)
f or t h e s e t hr e e s y st e m s. N ot e t h at t h e c o m p a ni o n s of G P C o m b a n d V 3 9 6 H y a b h a v e
m a s s e s i n t h e e x o pl a n et r a n g e, b ut t h e y ar e d o n or s of A M C V n-t y p e i nt er a cti n g bi n ari e s
[4 ], w hil e J 1 4 3 3 b c o n si st s of a n irr a di at e d br o w n- d w arf c o m p a ni o n t o a n a c cr eti n g w hit e
1 h t t p : / / e x o p l a n e t . e u / c a t a l o g /
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d w arf [ 5 ]. T h er ef or e t h e cl a s si fi c ati o n of t h e s e t h r e e bi n ari e s a s e x o pl a n et ar y s y st e m s i s, at
b e st, d e b at a bl e.
Gi v e n t h e G W str ai n a m plit u d e h (t), t h e c h ar a ct eri sti c str ai n h c f or a m o n o c h r o m ati c
cir c ul ar bi n ari e s wit h or bit al f r e q u e n c y f o r b = 2 π / P e mitti n g G W s at fr e q u e n c y f = 2 f o r b
o v er a n o b s er v ati o n ti m e T o b s c a n b e d e fi n e d a s h c =
˜︁
2 f
˜︁ T o b s
0 dt h (t)
2
∫︂ 1 / 2
[5 3 0 ]. I n Fi g. 8. 1
w e f oll o w t h e c o n v e nti o n s e st a bli s h e d i n [ 8 ] – cf. e. g. t h eir Fi g. 6 – t o pl ot t h e c h ar a ct eri sti c
str ai n al o n g wit h t h e e ff e cti v e n o n- s k y a v e r a g e d n oi s e p o w er s p e ctr al d e n sit y of v ari o u s LI S A
d e si g n s f o r t w o r e a d o ut c h a n n el s, r el at e d t o t h e s k y- a v er a g e d n oi s e p o w e r s p e ctr al d e n sit y




n (f ) [ 8 ].
2 Br o w n tri a n gl e s c orr e s p o n d t o t h e s k y- a v er a g e d c h ar a ct e ri sti c
str ai n [ 8 , s oli d bl a c k], w hil e c y a n e rr or b ar s c orr e s p o n d t o t h e r a n g e of h c c o n si st e nt wit h
u n c e rt ai nti e s i n t h e s o u r c e p ar a m et er s ( cf. T a bl e 8. 1). T h e c a s e f or d et e ct a bilit y of t h e s e
t hr e e s y st e m s wit h eit h er t h e c urr e nt or Cl a s si c LI S A d e si g n b a s e d o n a c h ar a ct eri sti c str ai n
c al c ul ati o n i s, at b e st, i n c o n cl u si v e.
A s di s c u s s e d i n [ 8 ], pl ot s of t h e c h ar a ct eri sti c st r ai n h c ar e u s ef ul a s r o u g h a s s e s s m e nt s of
d et e ct a bilit y, b ut a n y c o n cl u si o n s m u st ulti m at el y b e b a s e d o n a si g n al-t o- n oi s e r ati o ( S N R)
c al c ul ati o n. F or m o n o c hr o m ati c s o ur c e s, t h e S N R i s d e fi n e d a s ρ = ( h |h ) 1 / 2 , w h er e
(h |h ) =
2
S n (f )
˜︁ T o b s
0
dt h (t) 2 . ( 8. 1)
T o cl ai m d et e ct a bilit y, t h e s o ur c e of i nt er e st m u st h a v e S N R ρ l ar g er t h a n a c e rt ai n t hr e s h ol d,
w hi c h f o r m o n o c hr o m ati c s y st e m s i s u s u all y t a k e n t o b e ρ t h r = 5 [ 5 3 3 ]. T hi s i s s o m e w h at
o pti mi sti c: t h e M o c k LI S A D at a C h all e n g e s s u g g e st t h at ρ t h r i s li k el y t o b e l ar g er t h a n 5 [5 3 4 ].
[5 3 5 ] e v e n r e p o rt u n d et e ct e d s o ur c e s wit h ρ ∼ 1 0, t h o u g h t hi s will li k el y i m pr o v e wit h m or e
r e s e a r c h i n G W d at a a n al y si s.
U nf o rt u n at el y, [ 6 ] di d n ot q u a ntif y t h e S N R of t h e s e s y st e m s. F urt h er m or e, t h e y u s e d t h e
o ut d at e d “ Cl a s si c LI S A ” n oi s e c ur v e [ 7 ] a n d t h e y di d n ot t a k e i nt o a c c o u nt t h e f a ct t h at
g al a cti c bi n ari e s pr o d u c e a si g ni fi c a nt c o nf u si o n n oi s e, w hi c h i s i m p ort a nt at t h e fr e q u e n ci e s
of i nt e r e st f or e x o pl a n et ar y s y st e m s. H e r e w e r e vi sit t h eir a n al y si s f or t h e t hr e e pl a n et ar y
s y st e m s t h at ar e m o st pr o mi si n g f or G W d et e cti o n. We u s e u p d at e d p ar a m et er s f or t h e s e
2 We r e m a r k t h a t t hi s c o n v e nti o n di ff e r s f r o m t h e c o n v e nti o n s u s e d i n [ 5 3 1 ] a n d [5 3 2 ], w h e r e t h e S N R s c o mi n g
f r o m t h e s t r ai n a m pli t u d e s h α ( α = 1 , 2 ) i n t h e t w o c h a n n el s a r e a d d e d i n q u a d r a t u r e a n d S n ( f ) =
3
2 0
S S An ( f ).
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G P C o m b
V 3 9 6 H y a b
J 1 4 3 3 b
Fi g ur e 8. 1: C h ar a ct eri sti c str ai n h c of t h e l o u d e st e x o pl a n et ar y c a n di d at e s pl ott e d al o n g
wit h
˜︁
f S n (f ), w h e r e S n (f ) i s t h e e ff e cti v e n o n- s k y a v e r a g e d n oi s e p o w er s p e ctr al d e n sit y
f or Cl a s si c LI S A wit h o ut g al a cti c c o nf u si o n n oi s e [7 , d a s h e d r e d], a s a d o pt e d i n [6 ]; Cl a s si c
LI S A wit h g al a cti c c o nf u si o n n oi s e ( s oli d r e d); a n d t h e c urr e nt LI S A d e si g n wit h g al a cti c
c o nf u si o n n oi s e [ 8 , s oli d bl a c k]. T h e g al a cti c c o nf u si o n b a c k gr o u n d a n d h c ar e c o m p ut e d
a s s u mi n g T o b s = 2 yr s. C y a n d ot s wit h err or b ar s c o rr e s p o n d t o t h e n o n- s k y a v er a g e d S N R,
all o wi n g f or u n c ert ai nti e s o n t h e s o ur c e p ar a m et er s; br o w n i n v ert e d tri a n gl e s c orr e s p o n d t o
t h e s k y- a n d ori e nt ati o n- a v e r a g e d S N R.
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T a bl e 8. 2: S N R f o r t h e l o u d e st s o ur c e s c o n si d er e d i n [ 6 ], u si n g t h e n oi s e p o w er s p e ctr al
d e n sit y f or Cl a s si c LI S A [ 7 , c ol u m n s 2, 3 a n d 4] a n d t h e c urr e nt LI S A d e si g n [8 , c ol u m n s 5
a n d 6]. T h e s e c o n d r o w i n di c at e s w h et h er w e i n cl u d e d g al a cti c c o nf u si o n n oi s e or n ot. T h e
t hi r d r o w li st s t h e a s s u m e d o b s er v ati o n ti m e T o b s (i n yr s). N u m b er s i n s q u ar e br a c k et s ar e
t h e m a xi m u m a n d mi ni m u m S N R s c o n si st e nt wit h p ar a m et er u n c e rt ai nti e s f or t h e gi v e n
s o ur c e. I n r o u n d p ar e nt h e s e s w e r e p ort t h e s k y l o c ati o n a n d o ri e nt ati o n a v er a g e d S N R.
Cl a s si c LI S A LI S A
C o nf u si o n N o N o Ye s Ye s Ye s
T o b s ( yr s) 1 2 2 2 4
G P C o m b 5. 5 6[ 1 3 .9 10 .9 7 ] ( 6. 2 0) 8. 0 5[
1 9 .3 7
1 .3 8 ] ( 8. 7 6) 2. 2 9[
5 .5 1
0 .3 9 ] ( 2. 4 9) 2. 0 3[
4 .8 7
0 .3 5 ] ( 2. 2 1) 3. 3 1[
8 .0 5
0 .5 4 ] ( 3. 6 2)
V 3 9 6 H y a b 1. 2 1[ 2 .0 40 .1 4 ] ( 1. 1 7) 1. 7 3[
3 .0 1
0 .1 9 ] ( 1. 6 5) 0. 5 6[
0 .9 8
0 .0 6 ] ( 0. 5 4) 0. 5 2[
0 .9 2
0 .0 6 ] ( 0. 5 0) 0. 8 2[
1 .3 7
0 .0 9 ] ( 0. 7 6)
J 1 4 3 3 b 1. 1 2[ 1 .6 10 .4 1 ] ( 1. 6 3) 1. 5 2[
2 .2 8
0 .5 5 ] ( 2. 3 0) 0. 5 4[
0 .8 0
0 .2 0 ] ( 0. 8 1) 0. 5 0[
0 .7 4
0 .1 8 ] ( 0. 7 5) 0. 7 3[
1 .1 1
0 .2 7 ] ( 1. 1 1)
s y st e m s (i n cl u di n g u n c ert ai nti e s, w h e n a v ail a bl e) a n d w e a d o pt t h e m o st r e c e nt e sti m at e s
f o r t h e LI S A s e n siti vit y c ur v e, i n cl u di n g g al a cti c c o nf u si o n n oi s e. T h e p ar a m et er s of t h e
t hr e e s y st e m s u n d er c o n si d er ati o n ar e li st e d i n T a bl e 8. 1.
8. 2 M e t h o d
We m o d el t h e m oti o n of t h e LI S A d et e ct or a n d c o m p ut e t h e S N R u si n g a n o n s pi n ni n g,





2 M 5 / 3
D L
(π f ) 2 / 3 Ã ( t)
× c o s
˜︁ ˜︁ t
0
2 π f (t′)dt ′ + φ p (t) + φ D (t)
∫︂
, ( 8. 2)
w h er e f (t′) i s gi v e n i n e q u ati o n ( 1. 3) of [ 5 3 6 ]. H er e Ã ( t), φ p (t) a n d φ D (t) ar e t h e a m plit u d e
m o d ul ati o n, p ol ari z ati o n p h a s e a n d D o p pl er p h a s e d u e t o LI S A’ s m oti o n ( s e e A p p e n di x 8. 4
f o r d et ail s). F or a bi n a r y wit h c o m p o n e nt m a s s e s (m 1 , m2 ) a n d t ot al m a s s M = m 1 + m 2
t h e w a v ef or m d e p e n d s o n ni n e p ar a m et er s: l u mi n o sit y di st a n c e D L , c hir p m a s s M = η
3 / 5 M ,
s y m m et ri c m a s s r ati o η = m 1 m 2 / M
2 , ti m e of c o al e s c e n c e tc , p h a s e of c o al e s c e n c e ϕ c , s k y
l o c ati o n (θ̄ S , ϕ¯ S ) a n d o r bit al a n g ul ar m o m e nt u m dir e cti o n ( θ̄ L , ϕ
¯
L ). T h e o v er b ar m e a n s t h at
t h e s k y l o c ati o n a n d bi n a r y ori e nt ati o n a n gl e s ar e d e fi n e d i n e cli pti c c o or di n at e s. I n or d er
t o gi v e a n e sti m at e of t h e p o s si bl e r a n g e of S N R, f or e a c h s o ur c e w e cr e at e M o nt e C arl o
s a m pl e s b a s e d o n t h e p ar a m et e r u n c e rt ai nti e s li st e d i n T a bl e 8. 1. O ur w a v ef or m s d e p e n d
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o n t h e s k y l o c ati o n i n t h e s ol ar s y st e m b ar y c e nt er fr a m e, w hil e t h e s k y l o c ati o n ( θ e qS , ϕ
e q
S )
a n d i n cli n ati o n ι a r e gi v e n i n e q u at ori al c o or di n at e s ( el e ctr o m a g n eti c o b s er v ati o n s d o n ot
gi v e i nf or m ati o n o n t h e p ol ari z ati o n a n gl e ψ ). I n or d e r t o tr a n sl at e t h e w a v ef or m fr o m t h e
s ol ar s y st e m b ar y c e nt er fr a m e t o a n E art h- c e nt e r e d fr a m e, w e m u st s ol v e f or t h e g e o m etri c
a n gl e s i n e cli pti c c o or di n at e s a s f u n cti o n s of g e o m etri c a n gl e s i n e q u at ori al c o or di n at e s.
Tr a n sl ati n g t h e s k y l o c ati o n fr o m e cli pti c c o or di n at e s t o e q u at ori al c o or di n at e s i s t ri vi al,
b ut t h e m a p pi n g fr o m t h e or bit al a n g ul ar m o m e nt u m dir e cti o n t o t h e i n cli n ati o n a n gl e i s
m or e c o m pli c at e d. T h er ef or e w e dr a w s a m pl e s i n t h e LI S A ( s ol ar s y st e m b a r y c e nt er fr a m e)
c o o r di n at e s, c o m p ut e t h e S N R, a n d di s pl a y t h e m a xi m u m a n d mi ni m u m S N R s w hi c h ar e
c o n si st e nt wit h t h e p ar a m et e r u n c ert ai nti e s of e a c h s o ur c e. O u r r e s ult s, w hi c h w e h a v e
c h e c k e d t o b e i n a gr e e m e nt wit h t h e s k y-l o c ati o n a n d ori e nt ati o n a v er a g e d r e s ult s of [ 8 ], ar e
s h o w n i n T a bl e 8. 2.
If w e fi x t h e d et e ct a bilit y t h r e s h ol d at ρ t h r = 5, n o n e of t h e c urr e ntl y k n o w n s y st e m s h a s
ρ > ρ t h r , e v e n a s s u mi n g c o h er e nt i nt e gr ati o n o v er t h e n o mi n al LI S A mi s si o n lif eti m e, i. e.
T o b s = 4 yr s [ 5 0 ]. G P C o m b – w h o s e c o m p a ni o n i s a d o n o r i n a n A M C V n-t y p e i nt er a cti n g
bi n a r y [ 4 ], s o it c a n h ar dl y b e cl a s si fi e d a s a n e x o pl a n et – w o ul d b e m ar gi n all y d et e ct a bl e
wit h t h e “ Cl a s si c LI S A ” d e si g n, a n d it i s m ar gi n all y d et e ct a bl e b y t h e c urr e nt LI S A d e si g n
i n f o u r y e a r s o nl y if w e c o n si d er t h e m o st o pti mi sti c S N R v al u e s all o w e d b y p ar a m et er
u n c ert ai nti e s. A m or e r eli a bl e a s s e s s m e nt of t h e d et e ct a bilit y of t hi s s y st e m will r e q uir e
b ett er k n o wl e d g e of t h e s y st e m’ s pr o p erti e s, a s w ell a s m or e c ar ef ul m o d eli n g of LI S A’ s
r e s p o n s e a n d of t h e g al a cti c c o nf u si o n n oi s e [ s e e e. g. 5 3 7 ]. F or V 3 9 6 H y a b a n d J 1 4 3 3 b, t h e
S N R i s al w a y s l o w er t h a n t h e d et e cti o n t hr e s h ol d. D et e cti o n t hr e s h ol d s c a n b e l o w er e d if
w e i n c or p o r at e i nf or m ati o n fr o m el e ctr o m a g n eti c m e a s ur e m e nt s i nt o t h e G W s e ar c h, b ut a
q u a ntit ati v e a s s e s s m e nt of t hi s i s s u e i s b e y o n d t h e s c o p e of t hi s p a p er [ s e e e. g. 5 3 8].
8. 3 Di s c u s si o n
T h e s e ar c h f or ultr a- s h ort p eri o d e x o pl a n et s i s c ert ai nl y a n e x citi n g s ci e nti fi c t ar g et f or
LI S A. We h o p e t h at o u r c o n si d er ati o n s will m oti v at e f urt h er w or k t o o pti mi z e d at a a n al y si s
m et h o d s, t o r e d u c e t h e n oi s e p o w er s p e ctr al d e n sit y at l o w fr e q u e n ci e s, a n d t o i m pr o v e o ur
u n d e r st a n di n g of t h e g al a cti c c o nf u si o n n oi s e. It will b e i nt er e sti n g t o m o d el t h e e x o pl a n et
p a r a m et e r s p a c e t h at w o ul d b e d et e ct a bl e b y LI S A (i n cl u di n g g al a cti c e x o pl a n et s a n d
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br o w n d w arf p o p ul ati o n s) t o b ett er u n d er st a n d t h e p ot e nti al of G W o b s er v ati o n s a n d t h ei r
c o m pl e m e nt arit y wit h r e s p e ct t o tr a diti o n al d et e cti o n m et h o d s.
8. 4 A n t e n n a P a t t e r n
I n t hi s s e cti o n w e writ e d o w n, f or c o m pl et e n e s s, t h e a nt e n n a p att er n e x pr e s si o n s u s e d i n o u r
n o n a n gl e- a v er a g e d S N R c al c ul ati o n. F oll o wi n g [ 5 3 1 ], w e d e n ot e t h e LI S A- b a s e d c o or di n at e
s y st e m b y u n b arr e d q u a ntiti e s, w hil e b arr e d q u a ntiti e s r ef e r t o t h e fi x e d e cli pti c c o or di n at e
s y st e m. T h e a m plit u d e m o d ul ati o n i n e q u ati o n 8. 2 i s gi v e n b y
Ã ( t) =
˜︁ ˜︁




2 + 4( L̂ · n )
2
F ×
2 , ( 8. 3)
w h er e L̂ a n d − n a r e t h e u nit v e ct o r al o n g t h e bi n ar y’ s or bit al a n g ul ar m o m e nt u m a n d t h e
G W dir e cti o n of pr o p a g ati o n, r e s p e cti v el y. T h e p att er n f u n cti o n s F + a n d F × ar e d e fi n e d a s
F + (θ S , ϕS , ψS ) =
1
2
( 1 + c o s 2 θ S ) c o s 2 ϕ S c o s 2 ψ S
− c o s θ S si n 2 ϕ S si n 2 ψ S ,
F × (θ S , ϕS , ψS ) =
1
2
( 1 + c o s 2 θ S ) c o s 2 ϕ S si n 2 ψ S
+ c o s θ S si n 2 ϕ S c o s 2 ψ S . ( 8. 4)
T h e a n gl e s ( θ S , ϕS ) s p e cif y t h e s o ur c e l o c ati o n, w hil e ψ S d e n ot e s t h e t h e p ol ari z ati o n a n gl e:
t a n ψ S (t) =
L̂ · z − ( L̂ · n )(z · n )
n · ( L̂ × z )
, ( 8. 5)
w h e r e z i s t h e u nit n or m al t o t h e LI S A d et e ct or pl a n e.
T h e s c al ar pr o d u ct s c a n b e writt e n a s
z · n = c o s θ S , ( 8. 6)
L̂ · z =
1
2




si n θ̄ L c o s
˜︁
ϕ̄ ( t) − ϕ̄ L
˜︁
, ( 8. 7)
L̂ · n = c o s θ̄ L c o s θ̄ S + si n θ̄ L si n θ̄ S c o s
˜︁
ϕ̄ L − ϕ̄ S
˜︁
, ( 8. 8)
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a n d
n · ( L̂ × z ) =
1
2
si n θ̄ L si n θ̄ S si n
˜︁






c o s ϕ̄ ( t)
∫︂






si n ϕ̄ ( t)
˜︁
c o s θ̄ S si n θ̄ L c o s ϕ̄ L − c o s θ̄ L si n θ̄ S c o s ϕ̄ S
˜︁
. ( 8. 9)
T h e p ol ari z ati o n a n d D o p pl e r p h a s e s i n e q u ati o n 8. 2 ar e gi v e n b y
φ p (t) = t a n
− 1
˜︁
2( L̂ · n )F × (t )
( 1 + ( L̂ · n )
2
)F + (t )
˜︁
( 8. 1 0)
φ D (t) =
2 π f
c
R si n θ̄ S c o s
˜︁
ϕ̄ ( t) − ϕ̄ S
˜︁
, ( 8. 1 1)
w h e r e R = 1 A U a n d ϕ̄ ( t) = ϕ 0¯ + 2 π t / T . H e r e T = 1 y r i s t h e o r bit al p eri o d of LI S A, a n d
ϕ 0¯ i s a c o n st a nt s p e cif yi n g t h e d et e ct o r’ s l o c ati o n at ti m e t = 0.
A s s u mi n g n o pr e c e s si o n of t h e or bit al a n g ul ar m o m e nt u m, t h e ti m e- d e p e n d e nt LI S A r el at e d
a n gl e s ( θ S , ϕS , ψS ) c a n b e e x pr e s s e d i n t er m s of t h e ti m e-i n d e p e n d e nt a n gl e s d e fi n e d i n t h e
e cli pti c c o or di n at e s ( θ̄ S , ϕ¯ S , θ̄L , ϕ
¯
L ) t hr o u g h t h e f oll o wi n g r el ati o n s:
c o s θ S (t) =
1
2




si n θ̄ S c o s
˜︁
ϕ̄ ( t) − ϕ̄ S
˜︁
, ( 8. 1 2 a)
ϕ S (t) = α 0 +
2 π t
T
+ t a n − 1
˜︁ √
3 c o s θ̄ S + si n θ̄ S c o s
˜︁
ϕ̄ ( t) − ϕ̄ S
˜︁
2 si n θ̄ S si n
(︁
ϕ̄ ( t) − ϕ̄ S
)︁
]︄
, ( 8. 1 2 b)
w h er e α 0 i s a c o n st a nt s p e cif yi n g t h e ori e nt ati o n of t h e d et e ct or ar m s at t = 0.
We s et α 0 = 0 a n d ϕ̄ 0 = 0 i n o ur c al c ul ati o n s, b ut w e c h e c k e d t h at v a r yi n g α 0 a n d ϕ̄ 0 h a s
a n i n si g ni fi c a nt e ff e ct o n t h e S N R a s l o n g a s t h e o b s er v ati o n p eri o d T o b s ≳ 1 yr.
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M ul ti b a n d g r a vi t a ti o n al- w a v e
e v e n t r a t e s a n d s t ell a r p h y si c s
J oi nt gr a vit ati o n al- w a v e d et e cti o n s of st ell ar- m a s s bl a c k- h ol e bi n ari e s b y gr o u n d- a n d s p a c e-
b a s e d o b s er v at ori e s will pr o vi d e u n pr e c e d e nt e d o p p ort u niti e s f or f u n d a m e nt al p h y si c s a n d
a st r o n o m y. We pr e s e nt a s e mi a n al yti c m et h o d t o e sti m at e m ulti b a n d e v e nt r at e s b y
c o m bi ni n g s el e cti o n e ff e ct s of gr o u n d- b a s e d i nt erf er o m et er s (li k e LI G O / Vir g o) a n d s p a c e
mi s si o n s (li k e LI S A). We f or e c a st t h e e x p e ct e d n u m b er of m ulti b a n d d et e cti o n s fir st b y
u si n g i nf or m ati o n fr o m c urr e nt LI G O / Vir g o d at a, a n d t h e n t hr o u g h p o p ul ati o n s y nt h e si s
si m ul ati o n s of bi n ar y st a r s. We e sti m at e t h at f e w t o t e n s of LI S A d et e cti o n s c a n b e
u s e d t o pr e di ct m er g er s d et e ct a bl e o n t h e gr o u n d. C o n v e r s el y, h u n dr e d s of e v e nt s c o ul d
p ot e nti all y b e e xtr a ct e d fr o m t h e LI S A d at a str e a m u si n g pri or i nf or m ati o n fr o m gr o u n d
d et e cti o n s. I n g e n er al, t h e m er g er si g n al of bi n ari e s o b s er v a bl e b y LI S A i s str o n g e n o u g h t o
b e u n a m bi g u o u sl y i d e nti fi e d b y b ot h c urr e nt a n d f ut ur e gr o u n d- b a s e d d et e ct o r s. T h er ef or e
t hi r d- g e n er ati o n d et e ct or s will n ot i n cr e a s e t h e n u m b er of m ulti b a n d d et e cti o n s c o m p ar e d
t o LI G O / Vi r g o. We u s e p o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n s of i s ol at e d bi n ar y st ar s t o e x pl or e
s o m e of t h e st ell a r p h y si c s t h at c o ul d b e c o n str ai n e d wit h m ulti b a n d e v e nt s, a n d w e s h o w
t h at s p e ci fi c f or m ati o n p at h w a y s mi g ht b e o v err e pr e s e nt e d i n m ulti b a n d e v e nt s c o m p ar e d t o
g r o u n d- o nl y d et e cti o n s.
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9. 1 S ci e n c e wi t h m ul ti b a n d e v e n t s
T h e pr of o u n d i m pli c ati o n s of LI G O’ s r e v ol uti o n ar y di s c o v eri e s f or t h e LI S A mi s si o n b e c a m e
cl e a r s o o n aft er t h e fir st gr a vit ati o n al w a v e ( G W) d et e cti o n [ 5 3 9 ]. Bl a c k h ol e ( B H) bi n ari e s
of m a s s e s c o m p ar a bl e t o G W 1 5 0 9 1 4 m er g e at fr e q u e n ci e s of ∼ 1 0 0 H z , w h er e gr o u n d- b a s e d
i nt e rf er o m et er s a r e m o st s e n siti v e, b ut t h eir m H z e mi s si o n fr o m t h e e arl y i n s pir al i s str o n g
e n o u g h t o b e o b s er v e d b y LI S A. LI S A o b s er v ati o n s of t h e i n s pir al c o ul d pr o vi d e g o o d
e sti m at e s of bi n ar y p ar a m et er s s u c h a s t h e m e r g er ti m e a n d s k y l o c ati o n, t h u s s er vi n g a s
f or e w ar ni n g s f or G W m er g er o b s er v ati o n s fr o m t h e gr o u n d a n d ( p o s si bl y) el e ctr o m a g n eti c
c o u nt er p art s.
M ulti b a n d G W a str o n o m y i s n o w a n i m p ort a nt p art of t h e LI S A s ci e n c e c a s e [ 5 0 ]. M a n y
a ut h or s h a v e a r g u e d t h at LI S A c o ul d m a k e si g ni fi c a nt c o ntri b uti o n s t o o u r u n d e r st a n di n g of
st ell ar- m a s s B H a str o p h y si c s [ 5 4 0 , 5 4 1 , 5 4 2 , 5 4 3 , 5 4 4 , 5 4 4 , 5 4 5 , 5 4 6 , 5 4 7 , 5 4 8 , 5 4 9 , 5 5 0 ]. O n e
r e a s o n i s t h at LI S A c o ul d p ot e nti all y m e a s ur e bi n ar y pr o p erti e s t h at m a y n ot b e a c c e s si bl e
f r o m t h e g r o u n d. F or i n st a n c e, e c c e ntri cit y i s a c o m m o n si g n at ur e of d y n a mi c al f or m ati o n
c h a n n el s. E c c e ntri cit y i n t h e LI G O b a n d i s t y pi c all y e x p e ct e d t o b e t o o l o w t o b e d et e ct a bl e
( s e e e. g. [ 5 5 1 ]), b e c a u s e e c c e ntri c bi n ari e s q ui c kl y cir c ul ari z e u n d er gr a vit ati o n al r a di ati o n
r e a cti o n. H o w e v er t h e e c c e ntri cit y of d y n a mi c all y f or m e d bi n ari e s m a y b e l ar g e e n o u g h t o
b e m e a s ur a bl e b y LI S A, gi vi n g u s i m p ort a nt cl u e s a b o ut t h eir f or m ati o n hi st or y.
J oi nt LI G O- LI S A d et e cti o n s al s o o p e n u p t h e p o s si bilit y t o p erf or m n e w a n d m or e p o w erf ul
t e st s of g e n e r al r el ati vit y. F or i n st a n c e, s o m e t h e ori e s of gr a vit y p r e di ct a d diti o n al G W
e mi s si o n c h a n n el s [ 5 5 2 ]. T h e c o m bi n e d a n al y si s of LI S A i n s pir al s a n d gr o u n d- b a s e d m er g er s
will p ut e xt r e m el y st ri n g e nt c o n str ai nt s o n, e. g., di p ol ar r a di ati o n [ 5 5 3 ]. G W c o s m ol o g y
will al s o i m pr o v e wit h m H z d et e cti o n s of st ell ar- m a s s B H s, b e c a u s e LI S A’ s s k y-l o c ali z ati o n
p r o p e rti e s m a k e t h e m u ni q u e st a n d ar d sir e n s i n t h e l o c al U ni v er s e [ 5 5 4, 5 5 5].
T h e p r o s p e ct of m ulti b a n d G W a str o n o m y l e d t o a fl o uri s hi n g of n e w d at a a n al y si s a n d
e x p eri m e nt al i d e a s. A d v a n c e d w ar ni n g i nf or m ati o n o n t h e m er g er ti m e mi g ht all o w gr o u n d-
b a s e d o p e r ati o n s t o b e s p e ci fi c all y a dj u st e d. F or e x a m pl e, b y e n s uri n g all t h e d et e ct or s
o n t h e gr o u n d ar e t a ki n g d at a at t h e ri g ht ti m e – o r p er h a p s e v e n b y t u ni n g t h eir o pti c al
pr o p erti e s [ 5 5 6 ] – w e c o ul d a c hi e v e a q u alit ati v el y b ett e r c h ar a ct eri z ati o n of s p e ci fi c “ g ol d e n ”
s o ur c e s. D at a str e a m s f r o m gr o u n d- a n d s p a c e- b a s e d d et e ct or n et w or k s c a n al s o b e c o m bi n e d
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t o e n ri c h t h e s ci e nti fi c p a y o ff of b ot h e x p eri m e nt s. Bi n ar y pr o p erti e s m e a s ur e d wit h LI S A
c o ul d b e u s e d a s a pri or t o i m pr o v e gr o u n d- b a s e d p ar a m et er e sti m ati o n pi p eli n e s [ 5 5 7 ].
Vi c e v er s a, gr o u n d- b a s e d d et e cti o n s c a n b e e x pl oit e d t o r e vi sit p a st LI S A d at a l o o ki n g f o r
c oi n ci d e nt tri g g er s [ 5 5 8 ]. T h e e ff e cti v e n e s s of w a v ef or m t e m pl at e s t o c h ar a ct eri z e st ell ar- m a s s
B H s wit h LI S A i s al s o b ei n g a cti v el y i n v e sti g at e d [ 5 5 9].
W h et h e r o r n ot LI S A will b e a bl e t o d eli v er s u c h r e v ol uti o n ar y s ci e n c e cr u ci all y d e p e n d s
o n t h e e x p e ct e d r at e s of m ulti b a n d B H e v e nt s [ 5 3 9 , 5 6 0 , 5 6 1 ]. T h e s c o p e of t hi s p a p er i s
t w of ol d:
1. We p r e s e nt a n e w pr o c e d ur e t o c o n v ert m e r g er r at e s m e a s ur e d b y ( or pr e di ct e d f or)
gr o u n d- b a s e d d et e ct or s i nt o m ulti b a n d e v e nt r at e s. O u r m et h o d r eli e s o n e sti m ati n g
t h e “ e ff e cti v e ti m e wi n d o w ” i n w hi c h s o ur c e s r e m ai n vi si bl e b y LI S A.
2. We m a k e u s e of t hi s m et h o d t o e x pl or e t h e p h y si c s of m a s si v e bi n ar y st ar s t h at c a n
p ot e nti all y b e u n c o v er e d wit h m ulti b a n d G W d et e cti o n s. We fir st pr e s e nt “ m o d el-
a g n o sti c ” e sti m at e s b a s e d o nl y o n c urr e nt o b s er v ati o n al b o u n d s fr o m LI G O / Vir g o.
We t h e n c o m p ut e r at e s u si n g p o p ul ati o n s y nt h e si s m o d el s of i s ol at e d B H bi n ari e s.
T hi s p a p er i s or g a ni z e d a s f oll o w s. I n S e c. 9. 2 w e d e s cri b e o ur m et h o d t o c o m p ut e e v e nt r at e s.
S e cti o n 9. 3 tr a n sl at e s t h e c u rr e nt e v e nt r at e m e a s u r e d b y LI G O / Vi r g o i nt o pr e di cti o n s f or
LI S A. I n S e c. 9. 4 w e a p pl y o ur fi n di n g s t o st at e- of-t h e- art p o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n s
of m er gi n g st ell ar- m a s s B H s. I n S e c. 9. 5 w e c o m p a r e a g ai n st pr e vi o u s e sti m at e s a n d di s c u s s
t o pi c s t h at s h o ul d b e a d dr e s s e d i n f ut ur e r e s e ar c h. T o i m pr o v e r e a d a bilit y, w e pr e s e nt s o m e
of o u r r e s ult s i n A p p e n di x 9. 6 (t h e s e i n cl u d e, i n p arti c ul ar, l o n g t a bl e s li sti n g m ulti b a n d
r at e s f or di ff er e nt a s s u m pti o n s a n d p o p ul ati o n s y nt h e si s m o d el s). I n A p p e n di x 9. 7 w e di s c u s s
t h e h o ri z o n r e d s hift of gr o u n d- a n d s p a c e- b a s e d d et e ct or s. T hr o u g h o ut t h e p a p er w e u s e
g e o m etri c al u nit s ( G = c = 1) a n d w e u s e v al u e s of t h e c o s m ol o gi c al p ar a m et er s dr a w n fr o m
R ef. [ 3 3 2].
9. 2 C o m bi ni n g e v e n t r a t e s
A n a str o p h y si c al B H bi n ar y i s d e s cri b e d b y a s et of i ntri n si c p ar a m et e r s λ . D e p e n di n g
o n t h e m o d el / m e a s ur e m e nt s a v ail a bl e, t h e s e mi g ht i n cl u d e q u a ntiti e s li k e s o u r c e-fr a m e
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m a s s e s m 1 > m 2 , s pi n v e ct or s χ 1 a n d χ 2 a n d bi n ar y e c c e ntri cit y e . S o ur c e s ar e l o c at e d at a
c o s m ol o gi c al r e d s hift z , w h e r e t h e i ntri n si c m er g er r at e i s R (z ) (t hi s t y pi c all y m e a s ur e d i n
u nit s of G p c − 3 yr − 1 ).
L et u s n o w e x a mi n e s el e cti o n e ff e ct s f or g r o u n d- a n d s p a c e- b a s e d d et e ct or s s e p a r at el y.
9. 2. 1 D e t e c ti o n r a t e f r o m t h e g r o u n d
Gr o u n d- b a s e d d et e cti o n r at e s r (i n u nit s of yr − 1 ) a r e r el at e d t o t h e i ntri n si c m er g er r at e vi a
r g r o u n d =
˜︁ ˜︁
d z d λ R (z ) p (λ )




p d e t (λ, z ) , ( 9. 1)
w h er e d V c (z )/ d z i s t h e s h ell of c o m o vi n g v ol u m e at r e d s hift z , t h e f a ct or 1/ ( 1 + z ) a c c o u nt s
f o r t h e U ni v er s e’ s e x p a n si o n b et w e e n e mi s si o n a n d d et e cti o n, p (λ ) i s t h e pr o b a bilit y d e n sit y
f u n cti o n of t h e i ntri n si c p ar a m et er s, a n d 0 ≤ p d e t (λ, z ) ≤ 1 i s a d et e cti o n pr o b a bilit y.
T h e a c c u r at e e sti m at e of t h e d et e ct or’ s s e n siti vit y v ol u m e i s a cr u ci al el e m e nt i n c urr e nt
LI G O / Vir g o a n al y s e s, a n d i s t y pi c all y b a s e d o n i nj e cti o n s c a m p ai g n s i nt o s e ar c h pi p eli n e s [ 6 2 ,
8 2 , 5 6 2 ]. H er e w e i m pl e m e nt a c o m m o n ( b ut a c c u r at e) a p pr o xi m ati o n. We m o d el p d e t u si n g
t h e c u m ul ati v e di stri b uti o n of t h e pr oj e cti o n p ar a m et er [ 7 4, 7 8, 7 9, 9 3, 5 6 3, 5 6 4, 5 6 5]
ω =
∫︂
( 1 + c o s 2 ι) 2
4
F 2+ (θ, ϕ, ψ ) + c o s
2 ι F 2× (θ, ϕ, ψ ) ≤ 1 , ( 9. 2)





1 + c o s 2 θ
˜︁





1 + c o s 2 θ
˜︁
c o s 2 ϕ si n 2 ψ + c o s θ si n 2 ϕ c o s 2 ψ , ( 9. 4)
ar e t h e si n gl e- d et e ct o r a nt e n n a p att e r n f u n cti o n s. T h e p ar a m et er ω i s a n a n al yti c f u n cti o n
of bi n ar y i n cli n ati o n ι, s k y l o c ati o n θ a n d ϕ , a n d p ol ari z ati o n a n gl e ψ w hi c h e n c a p s ul at e s all
t h e a n g ul a r d e p e n d e n c e of t h e si g n al-t o- n oi s e r ati o ( S N R). T h e S N R of a g e n eri c bi n ar y i s
gi v e n b y ρ = ω × ρ o p t , w h er e ρ o p t i s t h e S N R of a n o pti m all y o ri e nt e d s o ur c e wit h t h e s a m e
p ar a m et er s λ a n d z . T h e pr o b a bilit y d e n sit y f u n cti o n p (ω ) i s o bt ai n e d u si n g E q s. ( 9. 2)-( 9. 4)
a n d a s s u mi n g t h at c o s ι, c o s θ , ϕ a n d ψ ar e u nif o r ml y di stri b ut e d. S el e cti o n e ff e ct s ar e t h e n
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i m pl e m e nt e d wit h a S N R t h r e s h ol d ρ t h r b y e v al u ati n g
p d e t (λ, z ) =
˜︁ 1
ρ t h r / ρ o p t ( λ, z )
p (ω )d ω . ( 9. 5)
T hi s si m pli fi e d a p pr o a c h, w hi c h i s wi d el y u s e d i n t h e lit e r at ur e, h a s b e e n f o u n d t o b e a g o o d
a p p r o xi m ati o n t o m o r e a c c u r at e e sti m at e s of d et e ct or s el e cti o n e ff e ct s b a s e d o n si m ul at e d
si g n al s a n d f al s e- al ar m r at e s ( s e e [ 6 2, 8 2] f or c o m p ari s o n s).
I n t h e f oll o wi n g, w e c o m p ut e ρ o p t u si n g t h e w a v ef or m m o d el of R ef. [ 8 1 ] a n d t h e n oi s e
c ur v e s of eit h er LI G O at d e si g n s e n siti vit y [ 9 4 ] o r t h e p r o p o s e d t hir d- g e n er ati o n d et e ct or
C o s mi c E x pl or er [ 5 6 6 ] ( h e r e aft er “ 3 g ” or “ 3r d g e n. ”). F or gr o u n d- b a s e d d et e ct or s, w e s et
ρ t h r = 8 [ 8 2]. E q u ati o n ( 9. 5) i s e v al u at e d b y M o nt e C arl o i nt e gr ati o n [ 8 0].
9. 2. 2 D e t e c ti o n r a t e f r o m s p a c e
E sti m at e s of s el e cti o n e ff e ct s f or s p a c e- b a s e d d et e ct or s m u st n e c e s s aril y t a k e i nt o a c c o u nt
t h e mi s si o n d ur ati o n. A c c or di n g t o c urr e nt d e si g n c h oi c e s, t h e n o mi n al ( e xt e n d e d) LI S A
mi s si o n d ur ati o n i s T o b s = 4 ( 1 0) yr [ 5 0].
G W s e mitt e d b y a bi n ar y t h at will m er g e i n a ti m e tm e r g e r ar e d et e ct e d wit h fr e q u e n c y [ 5 6 7 ]
f (tm e r g e r ) =
5 3 / 8
8 π
[M c ( 1 + z )]
− 5 / 8 t− 3 / 8m e r g e r , ( 9. 6)
w h er e M c = ( m 1 m 2 )
3 / 5 / (m 1 + m 2 )
1 / 5 i s t h e s o ur c e-fr a m e c hir p m a s s. Aft er a ti m e T o b s , t h e
s a m e s o u r c e will b e vi si bl e wit h fr e q u e n c y f (tm e r g e r − T o b s ), u nl e s s it h a s m e r g e d b ef or e.
T h e s o ur c e’ s S N R d uri n g t h e e ntir e mi s si o n d ur ati o n i s gi v e n b y
ρ 2 (tm e r g e r ) = 4
˜︁ f [ m a x (t m e r g e r − T o b s ) ,0]
f ( t m e r g e r )
|h̃ ( f )|2
S n (f )
df . ( 9. 7)
We u s e t h e s k y- a v er a g e d n oi s e c u r v e S n (f ) of R ef. [ 5 6 8 ]. We a p pr o xi m at e t h e st r ai n h̃ a n d
t h e m e r g e r fr e q u e n c y f ( 0) a s i n R ef. [ 5 6 9 ]. St ell ar- m a s s B H bi n ari e s e mit i n t h e m H z r e gi m e
at v e r y wi d e s e p a r ati o n s, w h e r e s pi n e ff e ct s c a n b e s af el y n e gl e ct e d [ 5 5 9].
Fi g u r e 9. 1 s h o w s t h e f u n cti o n ρ (tm e r g e r ) f or s o m e r e pr e s e nt ati v e B H bi n ari e s. T h e S N R i s
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1 0 − 1 1 0 0 1 0 1 1 0 2 1 0 3
















D L = 1 0 0 M p c
D L = 2 0 0 M p c
D L = 4 1 0 M p c
Fi g ur e 9. 1: S k y- a v er a g e d S N R ρ f o r LI S A a s a f u n cti o n of t h e bi n ar y m er g er ti m e tm e r g e r .
S oli d c ol or e d li n e s i n di c at e t hr e e s o u r c e s wit h m a s s e s of 2 9 M ⊙ a n d 3 6 M ⊙ , li k e t h o s e of
G W 1 5 0 9 1 4 [ 9 ], pl a c e d at l u mi n o sit y di st a n c e s D L = 1 0 0 , 2 0 0, a n d 4 1 0 M p c (t h e l att er b ei n g
c o m p ati bl e wit h t h e a ct u al G W 1 5 0 9 1 4 e v e nt). T h e o pti m al S N R i s o bt ai n e d at m er g er
ti m e s cl o s e t o t h e mi s si o n lif eti m e T o b s = 4 yr ( d a s h e d li n e). T h e cl o s e st s o ur c e s ar e f o u n d
a b o v e t h e t hr e s h ol d ρ t h r = 8 d uri n g t h e ti m e wi n d o w m ar k e d b y t h e d ott e d li n e s. T hi s c a n
b e f urt h er r e st ri ct e d if o nl y s o ur c e s m er gi n g wit hi n a ti m e T w ai t ( d a s h e d li n e) ar e s o u g ht f or.
S h a d e d c ol or e d r e gi o n s i n di c at e e ff e cti v e ti m e wi n d o w t h at d et er mi n e s t h e m ulti b a n d r at e.
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e x p e ct e d t o d e c r e a s e f or l ar g e v al u e s of tm e r g e r b e c a u s e t h e bi n a r y d o e s n ot c hir p m u c h, i. e.
f (tm e r g e r ) ≃ f (tm e r g e r − T o b s ). T h e S N R i s al s o e x p e ct e d t o b e l o w if t h e bi n ar y i s t o o cl o s e
t o m e r g e r, b e c a u s e f (tm e r g e r ) f all s o ut si d e t h e LI S A s e n siti vit y b a n d. T h e l ar g e st S N R i s
o bt ai n e d f or tm e r g e r ∼ T o b s , c orr e s p o n di n g t o t h e c a s e w h er e t h e bi n ar y s p e n d s t h e l o n g e st
ti m e c hir pi n g i n t h e LI S A b a n d. A s s h o w n i n Fi g. 9. 1, t h e m a xi m u m of ρ i s a ct u all y l o c at e d
at m er g er s ti m e s sli g htl y l ar g er t h a n T o b s , s u c h t h at n o n e of t h e a v ail a bl e mi s si o n lif eti m e i s
“ w a st e d ” at fr e q u e n ci e s ≳ 1 H z w h er e LI S A i s bli n d.
We n o w wi s h t o i m p o s e a S N R t hr e s h ol d. A c o n s er v ati v e t hr e s h ol d ρ t h r = 8 i s t y pi c all y
c o n si d er e d s u ffi ci e nt t o e xtr a ct si g n al s fr o m t h e LI S A d at a str e a m [ 5 7 0 ]. F o r t h e s p e ci fi c
c a s e of m ulti b a n d o b s er v ati o n s, [ 5 5 8 ] r e c e ntl y p oi nt e d o ut t h at gr o u n d- b a s e d d et e cti o n s
c o ul d b e u s e d a p o st e ri o ri t o di g d e e p er i nt o t h e LI S A n oi s e, t h u s l o w eri n g t h e e ff e cti v e
S N R t hr e s h ol d t o ρ t h r ≃ 4.
L et u s d e n ot e wit h tt h r 1 a n d tt h r ,2 t h e r o ot s (if a n y) of t h e e q u ati o n
ρ (tm e r g e r ) = ρ t h r . ( 9. 8)
T h e q u a ntit y |tt h r 1 − tt h r 2 | pr o vi d e s a n e sti m at e of t h e ti m e wi n d o w i n w hi c h a m er gi n g B H
bi n a r y i s vi si bl e fr o m s p a c e ( cf. Fi g. 9. 1). T h e n u m b er of o b s e r v ati o n s f or a s p a c e- b a s e d
d et e ct or s c a n t h u s b e e sti m at e d b y
N s p a c e =
˜︁ ˜︁
d z d λ R (z ) p (λ )







⃓tt h r 1 (λ, z ) − tt h r 2 (λ, z )
⃓
⃓
⃓ , ( 9. 9)
w hil e t h e d et e cti o n r at e i s
r s p a c e =
N s p a c e
T o b s
. ( 9. 1 0)
L et u s n ot e t h at N s p a c e d o e s n ot d e p e n d s o n T o b s e x pli citl y, b ut o nl y i m pli citl y t hr o u g h t h e
S N R.
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9. 2. 3 M ul ti b a n d d e t e c ti o n r a t e
Fi n all y, w e ar e i nt er e st e d i n t h e c o m bi n e d gr o u n d + s p a c e d et e cti o n r at e. I n t hi s c o nt e xt, it
mi g ht b e d e sir a bl e t o i m p o s e t h at d et e cti o n s b y t h e t w o i n str u m e nt s s h o ul d h a p p e n wit hi n a
ti m e fr a m e T w ai t . L o n g er m er g er ti m e s a r e di s c ar d e d a n d t h e e ff e cti v e m er g e r ti m e wi n d o w i s
c o n s e q u e ntl y r e d u c e d ( cf. Fi g. 9. 1). T h e m ulti b a n d d et e cti o n r at e i s o bt ai n e d b y c o m bi ni n g
t h e g r o u n d- b a s e d d et e ct a bilit y p d e t wit h t h e s p a c e ti m e wi n d o w, r e stri ct e d t o m er g er ti m e s
s m all e r t h a n T w ai t . O n e o bt ai n s
N m ul ti b = F
˜︁ ˜︁
d z d λ R (z ) p (λ )








⃓ mi n [ tt h r 1 (λ, z ), Tw ai t ] − mi n [ tt h r 2 (λ, z ), Tw ai t ]
⃓
⃓
⃓ , ( 9. 1 1)
w h e r e 0 ≤ F ≤ 1 i s t h e d ut y c y cl e of t h e gr o u n d- b a s e d n et w or k d uri n g t h e s p a c e- mi s si o n
lif eti m e. T h e m ulti b a n d d et e cti o n r at e i s t h e n gi v e n b y
r m ul ti b =
N m ul ti b
F T o b s
. ( 9. 1 2)
F o r si m pli cit y, i n t h e r e st of t h e p a p er w e s et F = 1 – a v al u e w hi c h h o p ef ull y i s i n di c ati v e
of f ut u r e s c e n ari o s wit h gr o u n d- b a s e d n et w o r k s of 4 or m or e i n str u m e nt s. T h e d ut y c y cl e
o nl y e nt er s E q. ( 9. 1 1) li n e arl y a n d c a n c el s o ut i n E q. ( 9. 1 2). O ur r e s ult s f or N m ul ti b c a n b e
t ri vi all y r e s c al e d t o ot h er v al u e s of F . U nl e s s s p e ci fi e d ot h e r wi s e, w e s et T w ai t = 5 × T o b s .
9. 3 P r e di c ti o n s b a s e d o n c u r r e n t d a t a
We n o w pr e s e nt s o m e si m pl e e sti m at e s b a s e d o n t h e m e r g er r at e m e a s ur e d b y LI G O / Vir g o
u si n g 1 0 B H bi n a r y d et e cti o n s [ 9 ]. T h e i ntri n si c m er g er r at e R i s st r o n gl y c orr el at e d wit h
t h e p a r a m et er di stri b uti o n p (λ ). I n t hi s s e cti o n w e o nl y c o n si d er n o n s pi n ni n g B H s, i. e.
λ = { m 1 , m2 } .
I n R ef. [ 9], t w o m a s s di stri b uti o n s p (m 1 , m2 ) w er e u s e d.
(i) I n t h e fi r st m o d el, pri m ar y m a s s e s ar e di stri b ut e d a c c o r di n g t o a S al p et er p o w er l a w
a n d s e c o n d ar y m a s s e s ar e di stri b ut e d u nif or ml y: p (m 1 ) ∝ m
− 2 .3
1 , p ( m 2 |m 1 ) = c o n st .
T h e m er g er r at e w a s m e a s ur e d t o b e R = 5 7 + 4 0− 2 5 G p c
− 3 yr − 1 [6 2 ] ( w h er e err or s r ef er t o
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9 0 % cr e di bilit y a n d r e s ult s fr o m t w o i n d e p e n d e nt pi p eli n e s h a v e b e e n c o m bi n e d).
(ii) I n t h e s e c o n d m o d el, b ot h m a s s e s ar e di stri b ut e d u nif o r ml y i n l o g: p ( m 1 , m2 ) ∝
1 / m 1 m 2 . T hi s c h oi c e l o w er s t h e m e a s ur e d r at e t o R = 1 9
+ 1 3
− 8 .2 G p c
− 3 yr − 1 [ 6 2].
We r ef e r t o t h e s e v ari ati o n s a s “ p o w e rl a w ” a n d “l o g ”, r e s p e cti v el y. F or e a c h of t h e s e t w o
c h oi c e s, w e t a k e t h e m e di a n 1 a s w ell a s t h e l o w er a n d u p p e r e d g e s of t h e 9 0 % c o n fi d e n c e
i nt er v al. T hi s r e s ult s i n t hr e e e sti m at e s f or R t h at w e r ef er t o a s “ m e di a n ”, “l o w er ” a n d
“ u p p er ”. We a s s u m e m 1 , m2 ∈ [ 5M ⊙ , 5 0 M ⊙ ] a s i n R ef. [ 9].
We i nt e g r at e E q. ( 9. 1) wit h st a n d ar d M o nt e- C arl o m et h o d s t o o bt ai n d et e cti o n r at e s r a n d
n u m b er of o b s er v ati o n s N f or gr o u n d- b a s e d d et e ct or s, s p a c e mi s si o n s a n d m ulti b a n d s c e n ari o s.
O u r r e s ult s ar e s u m m ari z e d Fi g. 9. 2. A d diti o n al d et ail s a r e r e p ort e d i n A p p e n di x 9. 6.
We e sti m at e t h at LI S A will o b s er v e 3 − 1 2 st ell ar- m a s s B H bi n ari e s wit h S N R gr e at er t h a n
8 d u ri n g it s n o mi n al mi s si o n of d ur ati o n T o b s = 4 yr. A n e xt e n si o n t o T o b s = 1 0 yr will
d eli v er 1 0 − 5 0 s o ur c e s i n t ot al. A s f or m ulti b a n d d et e cti o n s, a 4 yr ( 1 0 yr) LI S A mi s si o n
will pr o vi d e f o r e w ar ni n g s t o gr o u n d- b a s e d o b s er v at ori e s f or a n u m b er of e v e nt s b et w e e n 0
a n d 4 ( 4 a n d 2 2). N ot e t h at, i n t hi s c a s e, w e o nl y c o n si d er bi n ari e s t h at m er g e wit hi n a
ti m e T w ai t = 5 × T o b s [ cf. E q. ( 9. 1 1)]
We a k er si g n al s c o ul d b e e xtr a ct e d fr o m t h e LI S A d at a str e a m b y l e v er a gi n g t h e i nf or m ati o n
p r o vi d e d b y gr o u n d- b a s e d i nt erf er o m et er s [ 5 5 8 ]. Wit h a l o w er t hr e s h ol d ρ LI S A > 4, t h e
n u m b er of m ulti b a n d e v e nt s i n cr e a s e s b y a b o ut a f a ct or of ∼ 5. We pr e di ct N ∼ 5 − 3 0 ( 3 5 −
1 7 0) f o r T o b s = 4 yr ( 1 0 yr). W hil e t h e n u m b er of d et e cti o n s f or w hi c h LI S A will b e a bl e
t o pr e di ct t h e m er g er ti m e (i. e. ρ LI S A > 8) i s c o m p ati bl e wit h z er o i n t h e m o st p e s si mi sti c
c a s e s, o ur a n al y si s c o n fi d e ntl y p r e di ct m ulti pl e bi n ari e s wit h ρ LI S A > 4 t h at c a n b e e xtr a ct e d
aft e r g r o u n d- b a s e d d et e cti o n s h a v e b e e n m a d e.
I nt e r e sti n gl y, t h e n oi s e l e v el of t h e gr o u n d- b a s e d i n str u m e nt d o e s n ot pl a y a r ol e i n t hi s
e sti m at e. A “ LI S A + LI G O ” or a “ LI S A + 3 g ” n et w or k will d eli v er t h e s a m e m ulti b a n d
bi n ari e s. T hi s f e at ur e c a n b e u n d er st o o d i n t er m s of t h e h ori z o n r e d s hift s of t h e i n str u m e nt s
i n v ol v e d ( cf. A p p e n di x 9. 7). LI G O ( 3 g) c a n o b s er v e a 3 0 + 3 0M ⊙ bi n ar y u p t o z ∼ 1 .2
1 Fi g. 1 2 i n R ef. [ 9 ] s u g g e s t s t h a t t h e p o s t e ri o r di s t ri b u ti o n of R i s a p p r o xi m a t el y l o g- n o r m al. A n e s ti m a t e
of t h e e x p e c t a ti o n v al u e s
˜︁
R d R b a s e d o n t h e r e p o r t e d 9 0 % c o n fi d e n c e i nt e r v al r e t u r n s v al u e s wi t hi n 5 % of
t h e m e di a n s.
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ρ LI S A > 8
ρ LI S A > 4
Fi g ur e 9. 2: E x p e ct e d d et e cti o n r at e s (t o p) a n d n u m b er of o b s er v ati o n s ( b ott o m) of st ell ar-
m a s s B H bi n ari e s o b s er v a bl e fr o m eit h e r s p a c e- b a s e d d et e ct or s al o n e or s p a c e- a n d gr o u n d-
b a s e d o b s e r v at ori e s. We c o n si d e r t w o p o s si bl e o ut c o m e s of t h e LI S A mi s si o n wit h d ur ati o n of
4 a n d 1 0 yr, t o g et h er wit h c urr e nt ( LI G O) a n d f ut ur e ( C o s mi c E x pl or er, “ 3 g ”) gr o u n d- b a s e d
i n st r u m e nt s. We pr e s e nt r e s ult s o bt ai n e d b y e xtr e mi zi n g o v er t w o m a s s s p e ctr a ( “ p o w erl a w ”
a n d “l o g ”) a n d t hr e e e sti m at e of t h e i nt ri n si c m er g er r at e ( “l o w er ”, “ m e di a n ”, “ u p p er ”);
s e e t e xt f or d et ail s. We a s s u m e t w o p o s si bl e LI S A S N R t h r e s h ol d s, m e a nt t o i n di c at e
s c e n ari o s w h er e m ulti b a n d d et e cti o n s ar e r e ali z e d fi r st fr o m s p a c e a n d t h e n fr o m t h e gr o u n d
( ρ LI S A > 8, bl u e), o r vi c e v er s a ( ρ LI S A > 4, r e d). T h e l att e r c a s e i s n ot p o s si bl e f or LI S A
al o n e u nl e s s d at a a n al y si s t e c h ni q u e s dr a m ati c all y i m pr o v e ( gr a y).
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p o w erl a w
T o b s = 4 yr
T o b s = 1 0 yr
ρ LI S A > 8
ρ LI S A > 4
Fi g ur e 9. 3: N u m b e r of m ulti b a n d e v e nt s a s a f u n cti o n of t h e ti m e l a g b et w e e n s p a c e- a n d
gr o u n d- b a s e d d et e cti o n. We a s s u m e a LI S A mi s si o n d ur ati o n of T o b s = 4 yr ( bl u e) a n d 1 0 yr
(r e d) a n d a LI S A S N R t hr e s h ol d of 8 ( s oli d) a n d 4 ( d a s h e d). Cir cl e s m ar k o u r d ef a ult c h oi c e
T w ai t = 5 × T o b s . S h a d e d h ori z o nt al li n e s i n di c at e t h e n u m b er of e v e nt s pr e di ct e d b y t h e LI S A
mi s si o n al o n e, ir r e s p e cti v el y of w h et h er t h e y ar e o b s er v a bl e fr o m t h e gr o u n d. T hi s fi g ur e i s
p r o d u c e d a s s u mi n g t h e “ p o w erl a w ” m a s s s p e ctr u m a n d t h e “ m e di a n ” a s s u m pti o n f or t h e
i ntri n si c m er g er r at e. R e s ult s ar e v er y si mil ar if LI G O or a t hi r d- g e n e r ati o n gr o u n d- b a s e d
d et e ct or i s c o n si d er e d; f or c o n cr et e n e s s, h e r e w e u s e LI G O.
( 3 5), w hil e LI S A i s r e stri ct e d t o z ≲ 0 .4. All t h e s o ur c e s t h at ar e i n vi si bl e t o LI G O b ut will
b e o b s e r v e d b y a t hir d- g e n er ati o n d et e ct or ar e i n vi si bl e t o LI S A a s w ell. O b vi o u sl y, m or e
s e n siti v e d et e ct or s will all o w f or m or e a c c ur at e c h ar a ct eri z ati o n s of t h e s o ur c e s. B ut r e g ar di n g
m ulti b a n d d et e cti o n s r at e s, s e c o n d- a n d t hir d- g e n er ati o n d et e ct or s b e h a v e e s s e nti all y t h e
s a m e.
T h e ti m e l a g b et w e e n gr o u n d- a n d s p a c e- b a s e d o b s er v ati o n s i s i n v e sti g at e d i n Fi g. 9. 3, w h er e
w e s h o w t h e n u m b er of e x p e ct e d e v e nt s a s a f u n cti o n of T w ai t . F or v er y l ar g e w aiti n g ti m e s,
t h e n u m b er of m ulti b a n d o b s e r v ati o n s N m ul ti b a p pr o a c h e s t h e v al u e pr e di ct e d f or t h e LI S A
mi s si o n al o n e N s p a c e . H o w e v er, it d o e s n ot e x a ctl y t e n d t o it b e c a u s e of s el e cti o n e ff e ct s i n
t h e gr o u n d- b a s e d d et e ct or: E q. ( 9. 9) a n d E q. ( 9. 1 1) di ff er b y a f a ct or p d e t (λ, z ) a s T w ai t → ∞ .
A s o utli n e d a b o v e, t h e s e n siti vit y of t h e gr o u n d- b a s e d d et e ct or h ar dl y m att er s a n d t h e
di ff er e n c e b et w e e n N s p a c e a n d N m ul ti b (T w ai t → ∞ ) i s c o n s e q u e ntl y v er y s m all. Fi g ur e 9. 3
s h o w s t h at o n e o nl y n e e d s t o w ait f or a ti m e c o m p a r a bl e t o t h e mi s si o n lif eti m e t o o b s er v e
a g o o d f r a cti o n of t h e m ulti b a n d bi n ari e s. T h e n u m b er of o b s er v ati o n s ri s e s st e e pl y f or
T w ai t ≲ T o b s , a n d t h e n fl att e n s f or l ar g er v al u e s ( o ur d ef a ult c h oi c e T w ai t = 5 × T o b s f all s i n
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t h e l att e r r e gi m e). T h e r ol e of T w ai t i s t o filt er o ut bi n ari e s wit h l ar g e m er gi n g ti m e s ( cf.
Fi g. 9. 1). T h o s e s a m e bi n ari e s d o n ot c hir p m u c h a n d ar e, t h e r ef or e, li k el y t o h a v e S N R s
b el o w t hr e s h ol d. I n p arti c ul a r, w e fi n d N m ul ti b (T w ai t = T o b s )/ N s p a c e ≃ 1 0 %.
Fi g u r e 9. 4 s h o w s t h e d et e ct a bl e di stri b uti o n s of t ot al m a s s e s M a n d r e d s hift s z p r e di ct e d
i n t h e s e s c e n ari o s. F o r c o n cr et e n e s s, w e u s e a LI S A S N R t h r e s h ol d of 8, b ut r e s ult s h ol d
q u alit ati v el y f or ρ LI S A > 4 a s w ell. A f e w i nt er e sti n g tr e n d s ar e pr e s e nt. Fi r st, LI S A
o b s er v ati o n s str o n gl y s el e ct bi n a ri e s wit h t ot al m a s s M ≳ 6 0 M ⊙ . T h e G W e mi s si o n
fr e q u e n c y f i s r el at e d t o t h e t ot al m a s s a n d t h e bi n ar y s e p ar ati o n r b y f =
˜︁
M / π 2 r 3 :
l o w- m a s s s o ur c e s e mit i n t h e LI S A b a n d w h e n t h eir or bit al s e p ar ati o n i s t o o l ar g e f or t h eir
G W r a di ati o n t o b e d et e ct a bl e. S e c o n d, all st ell ar- m a s s B H bi n ari e s d et e ct a bl e b y LI S A ar e
r el ati v el y l o c al, wit h r e d s hift s z ≲ 0 .1 ( cf. A p p e n di x 9. 7). A m o n g all t h e st ell ar- m a s s B H
bi n ari e s d et e ct a bl e fr o m t h e gr o u n d, o nl y t h o s e wit h M ≳ 6 0 M ⊙ a n d z ≲ 0 .1 ar e a c c e s si bl e
f r o m s p a c e.
T h e c a s e of m ulti b a n d d et e cti o n s i s n ot o nl y d et er mi n e d b y t h e LI S A s e n siti vit y, b ut al s o b y
t h e ti m e b et w e e n t h e t w o s et s of o b s er v ati o n s o n e i s willi n g t o w ait. I n t hi s p a p er, w e d e n ot e
a s “ m ulti b a n d ” o nl y t h o s e bi n ari e s f or w hi c h s p a c e a n d gr o u n d o b s er v ati o n s ar e s e p a r at e d
at m o st b y a ti m e T w ai t ( w hi c h i s s et t o 5 0 yr i n Fi g. 9. 4). T h e m ulti b a n d d et e cti o n r at e i s
l o w er t h a n t h e r at e f or LI S A al o n e b e c a u s e bi n a ri e s wit h m e r g er ti m e l o n g er t h a n T w ai t ar e
di s c a r d e d.
T hi s f e at ur e i s p arti c ul arl y e vi d e nt i n t h e d r / d z di stri b uti o n (ri g ht p a n el s of Fi g. 9. 4). F or
z ≲ 0 .0 2, t h e LI S A d et e cti o n r at e e x c e e d s t h at of gr o u n d- b a s e d d et e ct or s. T hi s mi g ht s e e m
c o u nt eri nt uiti v e at fir st, b ut it i s a ct u all y e x p e ct e d b e c a u s e bi n ari e s s p e n d a l o n g er ti m e at
t h e l o w fr e q u e n ci e s a c c e s si bl e fr o m s p a c e [ t ∝ f − 8 / 3 fr o m E q.( 9. 6)]. F or s o u r c e s at v e r y l o w
r e d s hift s, t h e e ff e cti v e m er g e r ti m e wi n d o w |tt h r 1 − tt h r 2 | of E q. ( 9. 9) c a n b e a s l o n g a s ∼ 1 0
4
yr. T h e t h r e s h ol d T w ai t l ar g el y r e m o v e s t hi s e ff e ct. If bi n ari e s wit h v er y l o n g m er g er ti m e
ar e c o n si d e r e d n ot i nt er e sti n g, t h e pr e di ct e d m ulti b a n d d et e cti o n r at e a p pr o a c h e s t h o s e of
g r o u n d- b a s e d d et e ct or s at l o w r e d s hift s. A s str e s s e d a b o v e, t h e s e n siti vit y of t h e gr o u n d
b a s e d i nt erf er o m et er pl a y s a mi n or r ol e: i n ot h e r t er m s, p d e t ≲ 1 w h e n e v er E q. ( 9. 8) a d mit s
r o ot s.
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9. 4 P o p ul a ti o n s y n t h e si s p r e di c ti o n s
We n o w a p pl y o u r r at e a n al y si s t o st at e- of-t h e- art p o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n s of s pi n ni n g
B H bi n a ri e s f o r m e d fr o m bi n ar y st ar s. I n p arti c ul ar, w e o nl y c o n si d er i s ol at e d s y st e m s t h at
e v ol v e d t hr o u g h a c o m m o n- e n v el o p e p h a s e (f or a r e vi e w o n B H bi n ar y f or m ati o n c h a n n el s
s e e, e. g., R ef. [ 5 7 1 ]). We u s e p u bli cl y a v ail a bl e di stri b uti o n s pr e s e nt e d i n R ef s. [7 5 , 9 0 ]. We
p erf or m st ell ar e v ol uti o n s wit h t h e S t a r t r a c k [6 7 , 5 7 2 ] p o p ul ati o n- s y nt h e si s c o d e, a n d a d d
s pi n s i n p o st pr o c e s si n g u si n g t h e pr e s cri pti o n s of R ef s. [ 7 5 , 5 7 3 ] a n d t h e p r e c e s si o n [8 9 ]
c o d e.
A m o n g t h e s pi n v ari ati o n s pr e s e nt e d i n R ef. [ 7 5 ], f or si m pli cit y w e r e stri ct o ur s el v e s t o t h e
“ti m e- u nif or m ” m o d el, i. e. w e a d o pt a p h y si c all y m oti v at e d pr e s cri pti o n f o r ti d al ali g n m e nt
ti m e s c al e a n d w e a s s u m e t h at B H s pi n s ar e u nif or ml y di stri b ut e d i n m a g nit u d e b et w e e n z er o
a n d t h e K e rr b o u n d. We v ar y a si n gl e p o p ul ati o n p ar a m et er, n a m el y t h e m a g nit u d e of t h e
ki c k s i m p art e d at B H f or m ati o n [ 5 7 4 ]. N at al ki c k s a r e di stri b ut e d a c c or di n g t o a M a x w elli a n
di st ri b uti o n wit h 1 D di s p e r si o n σ ∈ [ 0, 2 6 5] k m / s, i n d e p e n d e ntl y of t h e st a r’ s m a s s. T hi s i s
a si m pl e, o n e- p ar a m et er f a mil y of m o d el s t h at all o w s u s t o br a c k et t h e e x p e ct e d d et e cti o n
r at e s [ 7 5, 5 7 5].
O u r d at a s et c o nt ai n s di st ri b uti o n s of B H m a s s e s a n d s pi n s, i. e. λ = { m 1 , m2 , χ 1 , χ 2 } . We
i nt e gr at e E q. ( 9. 1) wit h M o nt e C arl o t e c h ni q u e s a c c o u nti n g f or t h e e x p e ct e d di stri b uti o n s of
z e r o- a g e- m ai n- s e q u e n c e st ar s, a s w ell a s t h e e x p e ct e d r e d s hift- a n d m et alli cit y- d e p e n d e nt
st ar-f or m ati o n r at e [ 9 3, 5 7 6].
9. 4. 1 M ul ti b a n d r a t e s a n d n u m b e r of d e t e c ti o n s
Fi g ur e s 9. 5, 9. 6 a n d 9. 7 s h o w r e s ult s f or a si n gl e r e pr e s e nt ati v e st ell ar e v ol uti o n m o d el wit h
σ = 5 0 k m / s . T hi s c h oi c e yi el d s d et e cti o n r at e s c o n si st e nt wit h LI G O o b s er v ati o n s, a n d it i s
i n a g r e e m e nt wit h c ur r e nt m a s s a n d s pi n mi s ali g n m e nt c o n str ai nt s [1 0 3 , 1 0 4 , 5 7 2 ] ( s e e al s o
R ef s. [ 9 3 , 1 0 1 , 5 7 7 ] f or ki c k m e a s u r e m e nt s wit h x-r a y bi n ari e s d at a). We pr e s e nt r at e s a n d
n u m b er s of d et e ct e d bi n ari e s a s a f u n cti o n of ρ LI S A e v al u at e d at tm e r g e r = T o b s , cf. E q. ( 9. 7).
T hi s v al u e c a n b e c o n si d er e d a s a si m pl e e sti m at or of t h e str e n gt h of t h e LI S A si g n al, b ut
it i s u n d e r st o o d t h at d et e cti o n r at e s ar e c o m p ut e d b y v ar yi n g o v er tm e r g e r , a s d et ail e d i n
S e c. 9. 2.
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I n Fi g. 9. 5 w e ill u str at e s t h e e x p e ct e d LI S A S N R di stri b uti o n of G W s o ur c e s d et e ct a bl e
fr o m t h e g r o u n d (i. e., hi st o gr a m e ntri e s ar e w ei g ht e d b y t h e gr o u n d- b a s e d d et e cti o n r at e
r g r o u n d ). Cr u ci all y, w e fi n d t h at t h e r at e i s a v e r y st e e p f u n cti o n of ρ LI S A . L o w eri n g t h e
S N R t hr e s h ol d fr o m ∼ 8 t o ∼ 4 r ai s e s t h e gr o u n d- b a s e d r at e b y a f a ct or ∼ ( 8/ 4) 3 = 8. A n y
d at a- a n al y si s or e x p eri m e nt al t e c h ni q u e w hi c h i n cr e a s e s, e v e n m ar gi n all y, t h e LI S A r e d s hift
h ori z o n i s e x p e ct e d t o h a v e si g ni fi c a nt c o n s e q u e n c e s f or m ulti b a n d d et e cti o n s. A c c or di n g t o
E q. ( 9. 1 0) , e xt e n di n g t h e mi s si o n d ur ati o n f r o m 4 t o 1 0 yr s will i n cr e a s e t h e a c c e s si bl e r at e
b y a f a ct or of ∼ 3, t h u s d eli v eri n g ∼ 3 × 1 0 / 4 = 7 .5 ti m e s m or e d et e ct e d s o ur c e s.
C o m p a r e d t o LI G O, t h e i n cr e a s e d s e n siti vit y of t hir d- g e n er ati o n d et e ct or s i s o nl y r el e v a nt
f o r bi n a ri e s wit h ρ LI S A ≲ 2, w hi c h a r e t o o f ai nt t o b e i d e nti fi e d i n t h e LI S A d at a. F o r
c o n cr et e n e s s, i n t h e f oll o wi n g w e s h o w m ulti b a n d r at e s c o m p ut e d u si n g t h e LI G O n oi s e
c ur v e, b ut r e s ult s w o ul d b e u n c h a n g e d if w e c o n si d er e d C o s mi c E x pl or er i n st e a d.
Fi g u r e 9. 6 s h o w s t h e LI S A S N R di stri b uti o n r e stri ct e d t o t h o s e f e w er ( m ulti b a n d) s o u r c e s
t h at a r e a c c e s si bl e fr o m b ot h gr o u n d a n d s p a c e. A s e x p e ct e d, t h e m ulti b a n d r at e st e e pl y
d e c r e a s e s a s t h e S N R t hr e s h ol d i s a p pr o a c h e d. It i s w ort h n oti n g, h o w e v e r, t h at t h e
di stri b uti o n s of Fi g. 9. 6 d o n ot pr e s e nt a s h ar p a n d u n p h y si c al c ut o ff, b ut t h e y d e cr e a s e
s m o ot hl y a s ρ → ρ t h r . T hi s i s a dir e ct c o n s e q u e n c e of t h e pr o c e d ur e pr e s e nt e d i n S e c. 9. 2:
LI S A o b s e r v e s f or a ti m e T o b s b ut, i n g e n er al, s o ur c e s will n ot i n s pir al all t h e w a y t o m er g er
d u ri n g t h at ti m e. T h eir e ff e cti v e S N R i s, t h e r ef or e, s o m e w h at s m all er t h a n ρ LI S A (T o b s ).
A s u m m ar y of t h e s e r e s ult s i s pr e s e nt e d i n Fi g. 9. 7, w h e r e w e s h o w t h e c u m ul ati v e di stri b uti o n
of t h e n u m b e r of m ulti b a n d e v e nt s. F or t hi s s p e ci fi c m o d el wit h σ = 5 0 k m / s, a LI S A
mi s si o n of T o b s = 4 ( 1 0) yr will d eli v e r ∼ 2 ( ∼ 2 0) m ulti b a n d s o ur c e s wit h S N R gr e at er t h a n
8. A b o ut ∼ 2 0 ( ∼ 1 3 0) m o r e s o ur c e s will b e s e e n wit h 4 < ρ LI S A (T o b s ) < 8.
We e x pl or e t h e u n c ert ai nti e s of o ur pr e di cti o n s o n r m ul ti b a n d N m ul ti b i n Fi g. 9. 8, w h er e w e
v ar y t h e str e n gt h of t h e ki c k s i m p a rt e d at B H f or m ati o n f r o m σ = 0 k m / s t o 2 6 5 k m / s [ 9 2 ]
( s e e A p p e n di x 9. 6 f or a d diti o n al d et ail s). A s σ i n cr e a s e s, m or e a n d m or e bi n ari e s a r e u n b o u n d
b y s u p er n o v a e x pl o si o n s, a n d t h e d et e cti o n r at e c o n s e q u e ntl y d e cr e a s e s. We r e p ort v ari ati o n s
of a f a ct o r ∼ 3 0. It i s w o rt h n oti n g t h at o nl y m o d er at el y e xtr e m e c a s e s ( σ ≳ 1 5 0 k m / s,
T o b s = 4 yr) pr e s e nt N m ul ti b < 1. T h e r ef or e, w e p r e di ct t h at t h e LI S A s p a c e mi s si o n will
d et e ct a f e w – b ut p o s si bl y d o z e n s – s o ur c e s w hi c h ar e al s o o b s e r v a bl e fr o m t h e g r o u n d.
T h e s e e v e nt s ( wit h ρ LI S A > 8) a r e g oi n g pr o vi d e f o r e w ar ni n g s f or gr o u n d- b a s e d o p er ati o n s,
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b ut a b o ut O ( 1 0 0) m or e e v e nt s wit h ρ LI S A > 4 c o ul d p ot e nti all y b e e xtr a ct e d f r o m t h e LI S A
d at a st r e a m i n c oi n ci d e n c e wit h s o u r c e s t h at h a v e alr e a d y b e e n o b s e r v e d fr o m E art h.
9. 4. 2 S t ell a r p r o g e ni t o r s
M ulti b a n d G W d et e cti o n s o ff e r n e w o p p ort u niti e s t o e x pl or e t h e p h y si c s of m a s si v e st ar s ( s e e
e. g. R ef s. [ 5 4 1 , 5 4 2 , 5 4 4 ]). B y l e v er a gi n g o ur S t a r t r a c k + p r e c e s si o n si m ul ati o n s [ 7 5 ], w e
n o w i n v e sti g at e w hi c h s p e ci fi c f or m ati o n s u b c h a n n el s a r e m or e li k el y t o pr o d u c e m ulti b a n d
s o u r c e s.
Fi g ur e 9. 9 s h o w s t h e d et e ct a bl e di stri b uti o n s of t ot al m a s s, m a s s r ati o, r e d s hift a n d e ff e cti v e
s pi n [ 9 , 5 7 8 , 5 7 9 ] f or o ur si m ul ati o n wit h σ = 5 0 k m / s. Bi n ari e s ar e w ei g ht e d b y d et e ct a bilit y
wit h eit h e r gr o u n d- b a s e d d et e ct or s al o n e, or m ulti b a n d n et w o r k s. T h e m ai n tr e n d s ar e
dri v e n b y t h e s a m e c o n si d er ati o n s alr e a d y pr e s e nt e d i n S e c. 9. 3: a m o n g t h e gr o u n d- b a s e d
s o u r c e s, o nl y t h o s e wit h l ar g e e n o u g h m a s s a n d s m all e n o u g h r e d s hift ar e d et e ct a bl e b y
LI S A a n d c a n b e m ulti b a n d s o u r c e s.
T h e r e s ult s of Fi g. 9. 9 l et u s i m m e di at el y i nf er t h e v al u e of t h e m ulti b a n d h ori z o n r e d s hift
a v er a g e d o v er a s uit a bl e st ell ar p o p ul ati o n. F or T o b s = 4 ( 1 0) yr, w e fi n d t h at o nl y bi n ari e s at
z ≲ 0 .0 7 ( 0. 1 2) c a n b e o b s er v e d wit h ρ LI S A > 8 a n d pr o vi d e f or e w ar ni n g s f or gr o u n d- b a s e d
o p er ati o n s. T h e l a r g e st r e d s hift i n cr e a s e s b y a b o ut a f a ct or 2 if t h e S N R t hr e s h ol d i s r el a x e d
t o ρ LI S A > 4. T h e s e fi n di n g s ar e i n a gr e e m e nt wit h t h e h ori z o n r e d s hift s of t h e LI S A d et e ct or
al o n e ( A p p e n di x 9. 7), t h u s c o n fir mi n g t h at t h e s p a c e- b a s e d d et e ct or s e n siti vit y i s g oi n g t o
b e li miti n g c o m p o n e nt of f ut ur e m ulti b a n d n et w or k s.
T h e hi g h- m a s s filt er i s al s o a r at h er str o n g e ff e ct. F or M ≲ 3 0 M ⊙ , t h e m ulti b a n d d et e cti o n
r at e i s 3- 5 or d er s of m a g nit u d e s m all e r t h a n t h e LI G O o n e. W hil e o nl y ∼ 2 8 % of t h e LI G O
d et e cti o n r at e c o m e s fr o m bi n ari e s wit h M > 6 0 M ⊙ , t h at fr a cti o n i n cr e a s e s t o ∼ 5 0 % f o r
m ulti b a n d o b s er v ati o n s. M ulti b a n d d et e cti o n s d o n ot a p p e ar t o pr ef er s p e ci fi c v al u e s of m a s s
r ati o s a n d / or s pi n s ( Fi g. 9. 9). T hi s i s e x p e ct e d, b e c a u s e b ot h of t h e s e p ar a m et er s e nt e r t h e
w a v ef o r m at r el ati v el y hi g h p o st- N e wt o ni a n or d er, a n d t h e e ff e ct s of hi g h p o st- N e wt o ni a n
or d er s ar e n e gli gi bl e at l o w fr e q u e n ci e s.
T h e k e y st ell ar m e c h a ni s m t o f or m G W s o ur c e s fr o m m a s si v e bi n ar y st ar s i n g al a cti c
fi el d s i s t h e s o- c all e d c o m m o n- e n v el o p e p h a s e [ 5 8 0 , 5 8 1 ]. A s o n e of t h e t w o st ar s e nt er s it s
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l at e e v ol uti o n ar y st a g e s, it s o ut er l a y er s c a n e n g ulf t h e bi n ar y’ s or bit. T w o st ell ar c or e s
e v ol v e i n si d e a si n gl e e n v el o p e, w hi c h di s si p at e s it s bi n di n g e n er g y b y s hri n ki n g t h e bi n ar y
s e p a r ati o n.
A s i n R ef. [ 7 5 ], w e di vi d e t h e r e s ult s of o ur si m ul ati o n s i nt o ei g ht m ut u all y e x cl u si v e
s u b c h a n n el s d e p e n di n g o n t h e f or m ati o n ti m e of t h e m or e ( B H 1) a n d l e s s ( B H 2) m a s si v e
o bj e ct s, a s w ell a s t h e o c c urr e n c e of t h e c o m m o n- e n v el o p e p h a s e ( C E). T h e m or e m a s si v e
B H u s u all y o ri gi n at e s fr o m t h e m o r e m a s si v e st ar a n d f or m fir st (i. e. “ B H 1 ” c o m e s b ef or e
“ B H 2 ”). F o r a mi n orit y of t h e s y st e m s, m a s s tr a n sf e r mi g ht r e v e r s e t h e bi n ar y m a s s r ati o,
c a u si n g t h e s e c o n d ar y B H t o f or m fir st (i. e. “ B H 2 ” b ef or e “ B H 1 ”). C o m m o n e n v el o p e
t y pi c all y o c c ur s eit h er i n b et w e e n t h e t w o s u p er n o v a e (i. e. “ B H C E B H ”), or b ef or e t h e fir st
o n e (i. e. “ C E B H B H ”). T h e r el ati v e i m p ort a n c e of t h e s e t w o s u b c h a n n el s cr u ci all y d e p e n d s
o n t h e m a g nit u d e of t h e s u p er n o v a ki c k s [ 7 5 ]. F o r σ ≲ 1 0 0 k m / s, t h e d o mi n a nt c h a n n el i s
“ B H 1 C E B H 2 ”, wit h t h e c o m m o n- e n v el o p e p h a s e i n v ol vi n g t h e i n s pi r al of a n alr e a d y f or m e d
B H a n d t h e c or e of t h e ot h er p r o g e nit or. F or σ ≳ 1 0 0 k m / s, t h e fi r st s u p er n o v a ki c k i s li k el y
t o u n bi n d t h e st ell ar bi n ar y, u nl e s s it h a s h ar d e n e d b ef or e. I n t hi s c a s e, t h e m aj o rit y of t h e
d et e cti o n r at e c o m e s fr o m t h e “ C E B H 1 B H 2 ” s u b c h a n n el. Ot h er s u b c h a n n el s wit h z er o or
t w o c o m m o n- e n v el o p e p h a s e s ar e, i n g e n er al, hi g hl y s u b d o mi n a nt.
Fi g u r e 9. 1 0 s h o w s h o w t h e fr a cti o n of d et e ct a bl e s o ur c e s i n e a c h of t h e s e p at h w a y s i s
i m p a ct e d b y m ulti b a n d d et e cti o n s. S c e n a ri o s wit h e a rl y c o m m o n e n v el o p e s ( “ C E B H B H ”)
a r e g e n er all y o v err e pr e s e nt e d i n m ulti b a n d o b s er v ati o n s c o m p ar e d t o eit h er LI G O or t hir d-
g e n e r ati o n d et e ct o r s al o n e. T h e s e s o ur c e s ar e, o n a v er a g e, m o r e m a s si v e t h a n t h ei r “ B H
C E B H ” c o u nt e r p art s, a n d t h er ef or e m or e li k el y t o b e d et e ct e d b y LI S A. T h e “ C E B H B H ”
s c e n a ri o s i n cl u d e t h e m o st m a s si v e st ell ar pr o g e nit or s a n d B H s f or m e d at l o w m et alli cit y,
w hil e t h e “ B H C E B H ” bi n ari e s f or m c o pi o u sl y at all m et alli citi e s fr o m p air s of O ( 4 0 M ⊙ )
st ar s. T h e s e n siti vit y of t hir d- g e n er ati o n d et e ct or s p e a k s at l o w er m a s s e s c o m p ar e d t o LI G O,
a n d it will all o w t h e m t o o b s er v e m or e “ B H C E B H ” bi n ari e s.
S o u r c e s w h er e B H 1 f or m s b ef or e B H 2 ar e n ot o nl y m or e n u m er o u s, b ut al s o h e a vi er t h a n
t h o s e w h er e t h e li g ht er o bj e ct f or m s fir st. Str o n g m a s s tr a n sf er i s r e q uir e d t o r e v er s e t h e
bi n ar y m a s s r ati o a n d f or m t h e li g ht er B H fr o m t h e h e a vi er st ar. Si n c e m a s s tr a n sf er i s
e x p e ct e d t o b e n o n c o n s er v ati v e, t hi s i m pli e s t h at m or e m a s s i s, o n a v er a g e, l o st i n t h e “ B H 2
B H 1 ” s c e n a ri o s [ 5 7 6 ]. A s s h o w n i n Fi g. 9. 1 0, t h o s e s u b c h a n n el s ar e sli g htl y m or e p r o b a bl e
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i n m ulti b a n d d et e cti o n s c o m p ar e d t o gr o u n d- b a s e d o b s e r v ati o n s.
T h e f e w bi n ari e s t h at m a n a g e t o m er g e wit h o ut a c o m m o n- e n v el o p e p h a s e (i. e. “ B H
B H ”) al s o a p p e ar t o b e s o m e w h at pr ef err e d b y m ulti b a n d s c e n ari o s. T h e st ati sti c s i n
t h e si m ul ati o n s of R ef. [ 7 5 ], h o w e v er, i s t o o s m all t o dr a w c o n fi d e nt c o n cl u si o n s fr o m t hi s
o b s er v ati o n.
T o s u m m a ri z e, t h e m ai n tr e n d s o b s er v e d i n Fi g. 9. 1 0 c a n all b e u n d er st o o d i n t er m s of
t h e s o ur c e t ot al m a s s a n d it s i m p a ct o n LI S A d et e ct a bilit y. F or r ef er e n c e, i n o u r m o d el
wit h σ = 5 0 k m / s t h e m e di a n s of t h e t ot al m a s s M w ei g ht e d b y LI G O d et e cti o n s r at e s ar e
∼ 4 4 M ⊙ f or “ B H 1 C E B H 2 ”, ∼ 3 8 M ⊙ f or “ B H 2 C E B H 1 ”, ∼ 5 4 M ⊙ f or “ C E B H 1 B H 2 ”,
a n d ∼ 4 9 M ⊙ f or “ C E B H 2 B H 1 ”.
9. 5 C o m p a ri s o n s a n d p r o s p e c t s
We pr e s e nt e d a n e w, s e mi a n al yti c a p pr o a c h t o c o m p ut e d et e cti o n r at e s f or m ulti b a n d G W
s o u r c e s b y pr o p erl y c o m bi ni n g s el e cti o n e ff e ct s of gr o u n d- a n d s p a c e- b a s e d d et e ct or s. O ur
tr e at m e nt r eli e s o n (i) l a b eli n g s o ur c e s b y t h eir m er g er ti m e, a n d (ii) d e fi ni n g a n “ e ff e cti v e
ti m e wi n d o w ” w h er e t h eir S N R i s a b o v e t hr e s h ol d [ s e e E q. ( 9. 9)]. We fir st e x e m pli fi e d t h e
m et h o d b y u si n g t h e r el ati v el y m o d el-i n d e p e n d e nt LI G O / Vir g o e sti m at e of t h e i ntri n si c
m er g er r at e, a n d t h e n w e e x pl or e d i n d et ail t h e p o p ul ati o n of m ulti b a n d G W s o ur c e s
pr e di ct e d b y si m ul ati o n s of i s ol at e d bi n ar y st ar s. We pl a n t o e xt e n d o ur a n al y si s t o
d y n a mi c al f or m ati o n s c e n ari o s i n f ut ur e w or k.
T h er e w er e s o m e pr e vi o u s att e m pt s at e sti m ati n g m ulti b a n d d et e cti o n r at e s [ 5 3 9 , 5 6 0 , 5 6 1 ].
T h e c al c ul ati o n pr e s e nt e d b y R ef s. [ 5 3 9 , 5 6 0 ] i s e s s e nti all y e q ui v al e nt t o o u r o w n c al c ul ati o n
i n S e c. 9. 3. I n st e a d of e x pli citl y c o n si d e ri n g a ti m e wi n d o w, t h o s e c al c ul ati o n s r a n d o mi z e
o v er t h e bi n ar y e mi s si o n fr e q u e n c y ( or, e q ui v al e ntl y, tm e r g e r ) a n d a p pl y t h e S N R c ut t o e a c h
M o nt e C a rl o s a m pl e. I n p arti c ul ar, R ef. [ 5 6 0 ] p r e s e nt s r e s ult s u si n g t h e s a m e LI S A n oi s e
c ur v e u s e d i n t hi s w or k, a n d q u ot e s v al u e s of N o b s w hi c h a r e u p t o t w o or d er s of m a g nit u d e
hi g h e r t h a n o ur s. T h e s e di ff e r e n c e s c a n b e r e c o n cil e d b y n oti n g t h at R ef s. [ 5 3 9 , 5 6 0 ] u s e d
t h e i ntri n si c m er g e r r at e R fr o m R ef. [ 8 2], w hi c h i s n o w s u p er s e d e d b y R ef. [ 9].
[5 6 1 ] p r e s e nt e d a m o stl y a n al yti c al c al c ul ati o n of t h e e x p e ct e d n u m b e r of st ell ar- m a s s B H
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bi n ari e s d et e cti o n s b y LI S A. T h e y u s e d t h e n o w- o ut d at e d LI S A n oi s e c ur v e s fr o m R ef. [ 5 8 2 ],
b ut t h eir N 2 A 2 c o n fi g ur ati o n wit h T o b s = 5 yr s h o ul d b e r e a s o n a bl y cl o s e t o o ur c al c ul ati o n s
wit h T o b s = 4 yr ( s e e al s o [ 5 6 0 ]). T h e y fi x t h e c hir p m a s s of all s o ur c e s t o M c = 2 8 M ⊙ a n d
t h e i nt ri n si c r at e t o R = 1 0 0 G p c − 3 yr − 1 t o o bt ai n ∼ 3 0 ( 3 0 0) o b s er v a bl e s o ur c e s t h at d o
( d o n ot) m er g e wit hi n T o b s . T h eir e sti m at e i s i n r o u g h a g r e e m e nt wit h o u r fi n di n g s o n c e M c
a n d R ar e pr o p erl y r e s c al e d.
M u c h of o ur a n al y si s e m p h a si z e d t h at LI S A will b e t h e li miti n g i n str u m e nt of a m ulti b a n d
n et w o r k. If a bi n ar y i s d et e ct a bl e b y LI S A, it will al s o b e o b s er v e d b y a gr o u n d- b a s e d
o b s er v at or y wit h hi g h S N R ( alt h o u g h it mi g ht t a k e a v er y l o n g ti m e t o m er g e). T h e s e n siti vit y
of t h e g r o u n d- b a s e d d et e ct or d o e s n ot m att er w h e n e sti m ati n g m ulti b a n d d et e cti o n r at e.
Di ff er e n c e s b et w e e n t h e c urr e nt LI G O / Vir g o n et w or k a n d f ut ur e t hir d- g e n e r ati o n d et e ct or s
i m p a ct t h e r at e o nl y f or hi g hl y s u bt hr e s h ol d e v e nt s wit h ρ LI S A ≲ 2. O u r p r e di cti o n s ar e
pr e s e nt e d a s s u mi n g a gr o u n d- b a s e d n et w o r k d ut y c y cl e F e q u al t o 1 0 0 %, t h u s e n vi si o ni n g
f ut u r e s c e n ari o s wit h m ulti pl e i n str u m e nt s o p er ati n g c o n c urr e ntl y. T h e m er g er ti m e of
m ulti b a n d e v e nt s c a n b e pr e di ct e d wit hi n 1 − 1 0 s [ 5 3 9], all o wi n g t o pl a n gr o u n d o p er ati o n s
a c c or di n gl y.
Of all st ell ar- m a s s B H bi n ari e s d et e ct e d fr o m t h e gr o u n d, LI S A will s el e ct a s p e ci fi c
s u b p o p ul ati o n. I n p arti c ul ar, s o ur c e s m u st b e m or e m a s si v e t h a n ∼ 6 0 M ⊙ a n d cl o s er t h a n
∼ 5 0 0 M p c, b ut t h e pr e ci s e t hr e s h ol d s d e p e n d o n t h e s p e ci fi c ati o n s of t h e LI S A mi s si o n.
I n Fi g. 9. 9 w e c o m p ar e o ur st ell ar c al c ul ati o n s t o p o st eri o r di stri b uti o n s fr o m all LI G O / Vir g o
o b s e r v ati o n s t o d at e [ 9 ]. O ut of t h e 1 0 B H bi n ar y e v e nt s o b s er v e d s o f a r, 5 h a v e z ≲ 0 .1, 3
h a v e 0 .1 ≲ z ≲ 0 .2, a n d 2 h a v e z ≳ 0 .3. E v e n wit h t hi s li mit e d s a m pl e, o n e c a n i m m e di at el y
s e e t h at e x p a n di n g t h e LI S A h ori z o n r e d s hift fr o m ∼ 0 .1 t o ∼ 0 .2 mi g ht dr a m ati c all y i n c r e a s e
o u r p r o s p e ct s of p e rf or mi n g m ulti b a n d o b s er v ati o n s. O ur m or e d et ail e d a n al y si s c o n fir m s
t hi s e x p e ct ati o n. B e c a u s e of t h e st e e p d e p e n d e n c e of t h e d et e cti o n r at e o n t h e LI S A S N R,
a n e xt e n si o n of t h e LI S A mi s si o n d ur ati o n a n d / o r d at a- a n al y si s t e c h ni q u e s t h at c a n l o w er
t h e S N R t hr e s h ol d will i n cr e a s e t h e n u m b er of e v e nt s b y or d er s of m a g nit u d e.
T h e s h a r p hi g h- m a s s c ut o ff i n t h e m ulti b a n d d et e ct a bilit y mi g ht h a v e ot h er s ur pri si n g
c o n s e q u e n c e s. I n t h e p o p ul ati o n s c o n si d er e d h er e, t h e t ot al m a s s of t h e bi n a r y i s li mit e d t o
M ≲ 1 0 0 M ⊙ b y c o n str u cti o n. T h e di stri b uti o n s of S e c. 9. 3 e x pli citl y e x cl u d e B H s l ar g er
t h a n 5 0 M ⊙ [9 ]. T h e si m ul ati o n s u s e d i n S e c. 9. 3 ar e g e n e r at e d a s s u mi n g t h at p air-i n st a bilit y
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p ul s ati o n S u p er n o v a e a n d p air-i n st a bilit y S u p er n o v a e [ 9 1 , 5 8 3 , 5 8 4 , 5 8 5 , 5 8 6 ] e ffi ci e ntl y
pr e v e nt t h e f or m ati o n of B H s h e a vi e r t h a n ∼ 4 5 M ⊙ . T hi s i s a r at h er p e s si mi sti c a s s u m pti o n,
a s t h e c ut o ff mi g ht b e a s l ar g e a s ∼ 5 2 M ⊙ [5 8 7 ]. It i s al s o i m p ort a nt t o n ot e t h at st ar s
ar e pr e di ct e d t o f or m B H s wit h m a s s ≳ 1 3 0 M ⊙ , f or w hi c h S u p er n o v a i n st a biliti e s ar e t o o
w e a k t o di sr u pt t h e pr o g e nit or st ar [ 5 8 7 ]. S e c o n d- g e n er ati o n m er g er s [7 2 , 5 8 8 ] mi g ht al s o
p o p ul at e t hi s u p p er m a s s g a p. If s u c h m a s si v e B H s e xi st, t h e y ar e e x p e ct e d t o c o ntri b ut e
pr o mi n e ntl y t o t h e m ulti b a n d e v e nt r at e s [ 5 8 9, 5 9 0].
If r e ali z e d, m ulti b a n d G W d et e cti o n s will cr o w n t h e s ci e n c e r et ur n of t h e LI S A mi s si o n wit h
r e v ol uti o n ar y a str o n o m y, f u n d a m e nt al p h y si c s a n d c o s m ol o g y. T h e a n al y si s pr e s e nt e d i n
t hi s p a p er c o n fir m s t h at t hi s i s i n d e e d a n e x citi n g p o s si bilit y.
D at a t o r e p r o d u c e r e s ult s of t hi s p a p er ar e p u bli cl y a v ail a bl e at git h u b. c o m / d g er o s a / s p o p s
[9 0 ]. We t h a n k B a o yi C h e n, R o n T s o, C hri s M o or e, A nt oi n e Kl ei n, a n d Al b ert o Ve c c hi o
f or di s c u s si o n s. We t h a n k [5 6 8 ] f o r p u bli cl y s h ari n g t h eir c o d e s t o c o m p ut e LI S A S N R s
a n d [ 5 6 5 ] f or p u bli cl y s h ari n g t h eir c o d e t o c o m p ut e r e d s hift e d v ol u m e s, w hi c h w a s u s e d f or
b e n c h m ar ki n g. C al c ul ati o n s of p d e t ar e p erf or m e d wit h t h e g w d e t [8 0 ] c o d e w hi c h m a k e s u s e
of p y c b c [5 9 1 ] a n d l a l [5 1 4 ]. T h e di stri b uti o n s u s e d i n S e c. 9. 4 ar e p u bli cl y a v ail a bl e at [9 0 ],
a n d a r e o bt ai n e d wit h t h e S t a r t r a c k [6 7 ] a n d p r e c e s si o n [8 9 ] c o d e s. D. G. i s s u p p ort e d
b y N A S A t h r o u g h Ei n st ei n P o st d o ct or al Fell o w s hi p Gr a nt N o. P F 6- 1 7 0 1 5 2 a w ar d e d b y
t h e C h a n dr a X-r a y C e nt er, o p er at e d b y t h e S mit h s o ni a n A str o p h y si c al O b s e r v at or y f or
N A S A u n d e r C o ntr a ct N A S 8- 0 3 0 6 0. E. B. a n d K. W. K. W. ar e s u p p ort e d b y N S F Gr a nt
N o. P H Y- 1 8 4 1 4 6 4, N S F Gr a nt N o. A S T- 1 8 4 1 3 5 8, N S F- X S E D E Gr a nt N o. P H Y- 0 9 0 0 0 3,
a n d N A S A A T P Gr a nt N o. 1 7- A T P 1 7- 0 2 2 5. R. O’ S. i s s u p p ort e d b y N S F Gr a nt s N o.
P H Y- 1 7 0 7 9 6 5 a n d N o. P H Y- 1 6 0 7 5 2 0. T hi s w or k h a s r e c ei v e d f u n di n g fr o m t h e E u r o p e a n
U ni o n’ s H 2 0 2 0 r e s e ar c h a n d i n n o v ati o n p r o gr a m m e u n d er t h e M ari e S kl o d o w s k a- C u ri e Gr a nt
A g r e e m e nt N o. 6 9 0 9 0 4. K B a c k n o wl e d g e s p arti al s u p p ort fr o m t h e P oli s h N ati o n al S ci e n c e
C e nt er ( N C N) g r a nt s O P U S ( 2 0 1 5 / 1 9 / B / S T 9 / 0 1 0 9 9) a n d M a e str o ( 2 0 1 5 / 1 8 / A / S T 9 / 0 0 7 4 6).
T h e a ut h or s w o ul d li k e t o a c k n o wl e d g e n et w or ki n g s u p p ort b y t h e E ur o p e a n C O S T A cti o n
C A 1 6 1 0 4. C o m p ut ati o n al w or k w a s p erf or m e d o n C alt e c h cl u st er W h e el er s u p p ort e d b y t h e
S h e r m a n F air c hil d F o u n d ati o n a n d C alt e c h, o n t h e U ni v er sit y of Bi r mi n g h a m’ s Bl u e B E A R
cl u st e r, a n d at t h e M ar yl a n d A d v a n c e d R e s e ar c h C o m p uti n g C e nt er ( M A R C C).
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9. 6 A d di ti o n al r e s ul t s
I n t hi s A p p e n di x w e pr o vi d e s o m e of o ur r at e c al c ul ati o n s i n t a b ul ar f or m at. I n p arti c ul ar,
T a bl e 9. 1 li st s r e s ult s fr o m t h e M o nt e C arl o r u n s of S e c. 9. 3 f or all c h oi c e s of m a s s di stri b uti o n,
i ntri n si c m er g er r at e a n d d et e ct or s p e ci fi c ati o n s. T a bl e 9. 2 c o m pl e m e nt s S e c. 9. 4 wit h d et ail e d
r at e s a n d n u m b er of o b s er v ati o n s fr o m all of o ur p o p ul ati o n- s y nt h e si s si m ul ati o n s. It i s
w ort h st r e s si n g t h at t h e c at al o g s u s e d t o g e n e r at e T a bl e 9. 2 ar e pr o d u c e d b y i niti ali zi n g
z er o- a g e- m ai n- s e q u e n c e st ar s at c o s m ol o gi c al di st a n c e s a n d b y c o n si d eri n g o nl y B H s t h at
m e r g e b ef or e z = 0. M a n y m or e n o n m e r gi n g B H bi n ari e s ar e p ot e nti all y d et e ct a bl e b y
LI S A [ 5 9 2], b ut t h e y w er e n ot c o n si d er e d h er e.
9. 7 H o ri z o n r e d s hif t s
A pr er e q ui sit e ( a n d b y- pr o d u ct) of t h e r at e a n al y si s pr e s e nt e d i n t hi s p a p er i s t h e c al c ul ati o n
of t h e h o ri z o n r e d s hift, d e fi n e d a s t h e l ar g e st r e d s hift at w hi c h a bi n ar y wit h gi v e n p ar a m et e r s
λ i s o b s e r v a bl e. M or e p r e ci s el y, w e d e fi n e t h e h o ri z o n r e d s hift z h a s t h e s ol uti o n of t h e
e q u ati o n s ρ o p t (λ, z h ) = ρ t h r f or gr o u n d- b a s e d d et e ct o r s, a n d ρ (tm e r g e r = T o b s , λ, zh ) = ρ t h r f or
LI S A.
R e s ult s f or LI G O [ 9 4 ] a n d C o s mi c E x pl or er [5 6 6 ] a r e s h o w n i n t h e t o p p a n el s of Fi g. 9. 1 1.
C u r r e nt d et e ct or s ar e m o st s e n siti v e t o bi n ari e s wit h m 1 + m 2 ∼ 1 0 0 M ⊙ a n d c a n r e a c h
z h o r ∼ 2. T h e s e n siti vit y of t hir d- g e n er ati o n d et e ct or s, o n t h e ot h er h a n d, i s e x p e ct e d t o
p e a k at l o w er m a s s e s m 1 + m 2 ∼ 1 0 M ⊙ . F ut ur e i nt erf er o m et er s will o b s er v e bi n ari e s o ut t o
z h ≳ 3 0, t h u s d et e cti n g all st ell ar- m a s s B H m er g er s i n t h e U ni v er s e [ 3 9, 5 6 6].
T h e mi d dl e a n d b ott o m p a n el s of Fi g. 9. 1 1 s h o w f or e c a st s f or LI S A, a s s u mi n g di ff er e nt
c h oi c e s f or t h e mi s si o n d ur ati o n a n d S N R t hr e s h ol d. F or t h e st ell ar- m a s s B H bi n ari e s
c o n si d er e d h er e, t h e LI S A s e n siti vit y p e a k s at t h e hi g h e n d of t h e m a s s s p e ctr u m, w h e r e
s o ur c e s s p e n d t h e l o n g e st ti m e c hir pi n g i n t h e d et e ct or’ s s e n siti vit y wi n d o w. Wit h a n
e xt e n d e d mi s si o n d ur ati o n of T o b s = 1 0 yr a n d a n o pti mi sti c S N R t hr e s h ol d of ρ t h r = 4, t h e
f urt h e st d et e ct a bl e bi n ari e s ar e l o c at e d at z h ∼ 0 .2 5. T hi s i s w ell b el o w t h e r e a c h of c u rr e nt
a n d f ut u r e g r o u n d- b a s e d d et e ct or s.
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r [ y r− 1 ] N
L o w er  M e di a n  U p p e r L o w er  M e di a n  U p p er
L I S A T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 8 p o w erl a w 1. 1 8 2. 1 1 3. 5 9 1 1. 8 4 2 1. 0 9 3 5. 8 8
l o g 1. 7 0 2. 9 9 5. 0 3 1 6. 9 9 2 9. 8 9 5 0. 3 3
T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 4 p o w erl a w ( 9. 6 8) ( 1 7. 2 4) ( 2 9. 3 4) ( 9 6. 7 9) ( 1 7 2. 4 1) ( 2 9 3. 4 0)
l o g ( 1 3. 4 5) ( 2 3. 6 7) ( 3 9. 8 6) ( 1 3 4. 5 2) ( 2 3 6. 6 6) ( 3 9 8. 5 8)
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 8 p o w erl a w 0. 7 6 1. 3 6 2. 3 1 3. 0 4 5. 4 2 9. 2 3
l o g 1. 0 8 1. 9 0 3. 1 9 4. 3 1 7. 5 8 1 2. 7 7
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 4 p o w erl a w ( 6. 0 1) ( 1 0. 7 1) ( 1 8. 2 3) ( 2 4. 0 6) ( 4 2. 8 5) ( 7 2. 9 2)
l o g ( 8. 7 3) ( 1 5. 3 5) ( 2 5. 8 6) ( 3 4. 9 0) ( 6 1. 4 1) ( 1 0 3. 4 2)
L I S A + L I G O T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 8 p o w erl a w 0. 4 7 0. 8 3 1. 4 2 4. 6 9 8. 3 5 1 4. 2 1
l o g 0. 7 4 1. 3 1 2. 2 0 7. 4 4 1 3. 0 9 2 2. 0 5
T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 4 p o w erl a w 3. 7 1 6. 6 1 1 1. 2 6 3 7. 1 3 6 6. 1 4 1 1 2. 5 6
l o g 5. 7 9 1 0. 1 8 1 7. 1 5 5 7. 8 9 1 0 1. 8 4 1 7 1. 5 1
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 8 p o w erl a w 0. 1 8 0. 3 3 0. 5 6 0. 7 3 1. 3 0 2. 2 2
l o g 0. 2 9 0. 5 1 0. 8 7 1. 1 7 2. 0 6 3. 4 6
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 4 p o w erl a w 1. 4 7 2. 6 2 4. 4 5 5. 8 7 1 0. 4 6 1 7. 8 0
l o g 2. 3 5 4. 1 4 6. 9 8 9. 4 2 1 6. 5 7 2 7. 9 0
L I S A + 3 g T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 8 p o w erl a w 0. 4 8 0. 8 5 1. 4 4 4. 7 5 8. 4 7 1 4. 4 1
l o g 0. 7 6 1. 3 3 2. 2 4 7. 5 5 1 3. 2 9 2 2. 3 8
T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 4 p o w erl a w 3. 9 1 6. 9 6 1 1. 8 4 3 9. 0 7 6 9. 6 0 1 1 8. 4 5
l o g 6. 1 1 1 0. 7 5 1 8. 1 1 6 1. 1 3 1 0 7. 5 5 1 8 1. 1 3
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 8 p o w erl a w 0. 1 8 0. 3 3 0. 5 6 0. 7 4 1. 3 2 2. 2 4
l o g 0. 2 9 0. 5 2 0. 8 7 1. 1 8 2. 0 7 3. 4 9
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 4 p o w erl a w 1. 5 1 2. 6 9 4. 5 9 6. 0 5 1 0. 7 8 1 8. 3 4
l o g 2. 4 3 4. 2 7 7. 2 0 9. 7 1 1 7. 0 9 2 8. 7 8
L I G O (z < 0 .3) p o w erl a w 4 8. 9 3 8 7. 1 5 1 4 8. 3 1
l o g 3 1. 5 1 5 5. 4 3 9 3. 3 5
3 r d g e n. (z < 0 .3) p o w erl a w 2 0 5. 2 3 3 6 5. 5 6 6 2 2. 0 9
l o g 6 9. 3 4 1 2 1. 9 9 2 0 5. 4 6
T a bl e 9. 1: D et e cti o n r at e s r a n d n u m b e r of o b s er v ati o n s N i nf err e d f r o m c urr e nt LI G O / Vir g o
m e a s u r e m e nt s of t h e i ntri n si c m er g er r at e ( cf. S e c. 9. 3). R e s ult s ar e r e p ort e d f or t h e
LI S A mi s si o n al o n e [ E q s. ( 9. 9)], a s w ell a s c o m bi n e d d et e cti o n s wit h t h e gr o u n d- b a s e d
i nt erf er o m et er s LI G O a n d C o s mi c E x pl or er ( “ 3 g ”) [ E q. ( 9. 1 1)]. F o r e a c h e sti m at e, w e r e p ort
t h r e e v al u e s ( “l o w er ”, “ m e di a n ”, “ u p p er ”) t o br a c k et u n c ert ai nti e s. R at e s ar e e sti m at e d
u si n g t h e t w o p o p ul ati o n s of R ef. [ 9 ] ( “ p o w e rl a w ” a n d “l o g ”) a s s u mi n g b ot h t h e n o mi n al
(T o b s = 4 yr) a n d t h e e xt e n d e d ( T o b s = 1 0 yr) d ur ati o n f or t h e LI S A mi s si o n. E v e nt s wit h
ρ LI S A > 8 c a n b e di sti n g ui s h e d fr o m s p a c e a n d will s er v e a s pr e di cti o n s f or t h e gr o u n d- b a s e d
i n st r u m e nt s. E v e nt s wit h ρ LI S A > 4 ar e n ot li k el y t o b e o b s er v e d b y LI S A al o n e ( h e n c e t h e
p a r e nt h e s e s i n t h e “ LI S A ” e ntri e s of t h e t a bl e) b ut will b e o b s er v a bl e u si n g gr o u n d- b a s e d
d et e cti o n s a s pri or s. F or c o m p ari s o n, w e al s o r e p o rt t h e pr e di ct e d e v e nt r at e f or LI G O at
d e si g n s e n siti vit y a n d C o s mi c E x pl o r e r i n t h e l o c al U ni v er s e ( z < 0 .3).
1 4 1
C H A P T E R 9.
N a t al ki c k σ
r [ y r− 1 ] 0 k m / s 2 5 k m / s 5 0 k m / s 7 0 k m / s 1 3 0 k m / s 2 0 0 k m / s 2 6 5 k m / s
L I S A T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 8 1 4. 4 0 9. 1 1 4. 7 5 3. 0 0 1. 7 1 0. 8 0 0. 4 1
T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 4 ( 1 2 4. 2 5) ( 7 8. 3 4) ( 4 0. 1 2) ( 2 5. 3 6) ( 1 3. 3 9) ( 6. 1 6) ( 3. 6 2)
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 8 8. 9 1 5. 5 9 2. 9 8 1. 8 8 1. 0 6 0. 5 0 0. 2 5
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 4 ( 7 4. 5 2) ( 4 7. 2 4) ( 2 4. 4 5) ( 1 5. 3 9) ( 8. 6 4) ( 4. 0 1) ( 2. 1 6)
L I S A + L I G O T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 8 5. 3 1 3. 3 9 1. 7 6 1. 0 9 0. 7 1 0. 3 3 0. 1 7
T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 4 4 8. 6 8 3 0. 2 0 1 5. 4 9 9. 6 5 5. 2 1 2. 3 8 1. 5 9
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 8 1. 9 0 1. 2 1 0. 6 4 0. 4 0 0. 2 7 0. 1 3 0. 0 6
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 4 1 7. 0 8 1 0. 7 2 5. 5 5 3. 3 8 2. 1 0 0. 9 7 0. 6 0
L I S A + 3 g T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 8 5. 3 6 3. 4 3 1. 7 8 1. 1 0 0. 7 1 0. 3 4 0. 1 8
T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 4 5 0. 6 3 3 1. 4 0 1 6. 1 5 1 0. 0 6 5. 4 3 2. 4 9 1. 6 7
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 8 1. 9 1 1. 2 2 0. 6 4 0. 4 0 0. 2 8 0. 1 3 0. 0 6
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 4 1 7. 4 6 1 0. 9 6 5. 6 9 3. 4 6 2. 1 5 1. 0 0 0. 6 1
L I G O 3 .2 × 1 0 3 1 .9 × 1 0 3 8 .9 × 1 0 2 5 .6 × 1 0 2 2 .4 × 1 0 2 1 .1 × 1 0 2 6 .4 × 1 0 1
3 r d g e n. 9 .4 × 1 0 5 7 .7 × 1 0 5 4 .4 × 1 0 5 2 .9 × 1 0 5 1 .3 × 1 0 5 6 .4 × 1 0 4 3 .8 × 1 0 4
N a t al ki c k σ
N 0 k m / s 2 5 k m / s 5 0 k m / s 7 0 k m / s 1 3 0 k m / s 2 0 0 k m / s 2 6 5 k m / s
L I S A T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 8 1 4 3. 9 6 9 1. 1 2 4 7. 5 4 3 0. 0 3 1 7. 0 6 7. 9 7 4. 0 8
T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 4 ( 1 2 4 2. 4 6) ( 7 8 3. 3 9) ( 4 0 1. 2 4) ( 2 5 3. 5 9) ( 1 3 3. 9 4) ( 6 1. 5 8) ( 3 6. 2 3)
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 8 3 5. 6 5 2 2. 3 5 1 1. 9 3 7. 5 2 4. 2 5 2. 0 1 0. 9 9
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 4 ( 2 9 8. 0 9) ( 1 8 8. 9 4) ( 9 7. 7 9) ( 6 1. 5 7) ( 3 4. 5 5) ( 1 6. 0 6) ( 8. 6 4)
L I S A + L I G O T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 8 5 3. 1 0 3 3. 9 5 1 7. 6 1 1 0. 9 0 7. 0 5 3. 3 2 1. 7 5
T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 4 4 8 6. 8 0 3 0 2. 0 3 1 5 4. 8 9 9 6. 5 1 5 2. 0 7 2 3. 8 1 1 5. 9 4
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 8 7. 5 8 4. 8 5 2. 5 5 1. 5 9 1. 1 0 0. 5 2 0. 2 6
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 4 6 8. 3 2 4 2. 8 9 2 2. 2 1 1 3. 5 1 8. 3 9 3. 8 9 2. 3 8
L I S A + 3 g T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 8 5 3. 6 4 3 4. 3 0 1 7. 8 0 1 1. 0 2 7. 1 4 3. 3 6 1. 7 7
T o b s = 1 0 yr ρ LI S A > 4 5 0 6. 3 4 3 1 4. 0 5 1 6 1. 4 7 1 0 0. 6 1 5 4. 3 1 2 4. 8 5 1 6. 7 4
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 8 7. 6 2 4. 8 8 2. 5 7 1. 5 9 1. 1 1 0. 5 2 0. 2 6
T o b s = 4 yr ρ LI S A > 4 6 9. 8 4 4 3. 8 5 2 2. 7 4 1 3. 8 2 8. 6 0 3. 9 8 2. 4 4
T a bl e 9. 2: D et e cti o n r at e s ( r , t o p) a n d n u m b er of e v e nt s (N , b ott o m) f or gr o u n d- b a s e d
d et e ct or s ( LI G O, C o s mi c E x pl or er “ 3 g ”), s p a c e mi s si o n s ( LI S A) a n d m ulti b a n d s c e n ari o s
a s pr e di ct e d b y p o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n s of bi n a r y st ar s ( cf. S e c. 9. 4). We pr e s e nt
r e s ult s f r o m 7 si m ul ati o n s, w h er e w e o nl y v ar y t h e m a g nit u d e of ki c k s i m p art e d t o B H s
at birt h ( σ = 0, 2 5, 5 0, 7 0, 1 3 0, 2 0 0, 2 6 5 k m / s). We c o n si d er t w o di ff er e nt LI S A mi s si o n
d ur ati o n s T o b s = 4 , 1 0 yr a n d S N R t hr e s h ol d s ρ LI S A > 8 , 4. E v e nt s wit h ρ LI S A > 4 c a n o nl y
b e e xt r a ct e d u si n g gr o u n d- b a s e d d at a a s pri or s, a n d ar e t h er ef or e i n di c at e d i n p ar e nt h e si s
f or LI S A al o n e.
1 4 2
C H A P T E R 9.
2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0
M [M ]
1 0 − 3
1 0 − 2










T o b s = 1 0 yr
ρ LI S A > 8
LI S A
LI G O
3r d g e n .
m ulti b a n d
0 .0 0 0 .0 5 0 .1 0 0 .1 5
z
1 0 − 3
1 0 − 2
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Fi g ur e 9. 4: M ar gi n ali z e d e v e nt-r at e di stri b uti o n of t ot al m a s s M = m 1 + m 2 (l eft p a n el s)
a n d r e d s hift z (ri g ht p a n el) of st ell ar- m a s s B H bi n ari e s d et e ct a bl e b y LI S A, LI G O, C o s mi c
E x pl o r e r ( “ 3r d g e n. ”), a n d m ulti b a n d s c e n ari o s. O n t h e y- a xi s w e s h o w d r / d M a n d d r / d z
fr o m E q. ( 9. 1) ti m e s t h e bi n si z e s ∆M a n d ∆ z , s u c h t h at t h e s u m of t h e hi st o gr a m e ntri e s
i s e q u al t o t h e t ot al r at e r . M ulti b a n d di st ri b uti o n s ar e i d e nti c al if a “ LI S A + LI G O ” or a
“ LI S A + 3 g ” n et w or k i s c o n si d e r e d. R e s ult s ar e r e stri ct e d t o t h e l o c al U ni v er s e ( z < 0 .3) a n d
o bt ai n e d u si n g t h e “ m e di a n ” v al u e of R fr o m R ef. [9 ]. We a s s u m e t h e “ p o w erl a w ” (t o p) a n d
“l o g ” ( b ott o m) m a s s s p e ctr a, a LI S A mi s si o n d ur ati o n 1 0 yr, a n d a S N R t hr e s h ol d of 8 ( s e e
t e xt f o r d et ail s).
1 4 3
C H A P T E R 9.
0 5 1 0 1 5 2 0 2 5
ρ LI S A (T o bs )
1 0 − 3
1 0 − 2
















σ = 5 0 k m /s
E xtr a ct e d
F or e w ar ni n g
T o b s = 4 yr
T o b s = 1 0 yr
LI G O
3r d g e n.
Fi g ur e 9. 5: Di stri b uti o n B H bi n ari e s d et e ct a bl e fr o m t h e gr o u n d a s a f u n cti o n of t h e S N R i n
LI S A. T h e x- a xi s s h o w s ρ LI S A e v al u at e d at T o b s ( a s a pr o x y f or t h e str e n gt h of t h e si g n al),
w hil e t h e y- a xi s s h o w s t h e g r o u n d- b a s e d d et e cti o n r at e p er bi n. R e s ult s ar e p r e s e nt e d
f or a si n gl e p o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n wit h s u p er n o v a ki c k p ar a m et er σ = 5 0 k m / s .
We a s s u m e a LI S A mi s si o n d ur ati o n of T o b s = 4 yr ( bl u e) a n d 1 0 y r (r e d), a n d c o m p ut e
gr o u n d- b a s e d s el e cti o n e ff e ct s u si n g eit h er LI G O ( s oli d) o r C o s mi c E x pl or e r ( d a s h e d).
1 4 4
C H A P T E R 9.
0 5 1 0 1 5 2 0 2 5
ρ LI S A (T o bs )
1 0 − 3
1 0 − 2











σ = 5 0 k m /s
E xtr a ct e d
F or e w ar ni n g
T o b s = 4 yr
T o b s = 1 0 yr
ρ LI S A > 8
ρ LI S A > 4
Fi g ur e 9. 6: Di stri b uti o n of LI S A S N R s f or m ulti b a n d B H bi n ari e s. T h e x- a xi s s h o w s ρ LI S A
e v al u at e d at T o b s ( a s a pr o x y f or t h e str e n gt h of t h e si g n al), w hil e t h e y- a xi s s h o w s t h e
m ulti b a n d d et e cti o n r at e p er bi n. R e s ult s ar e pr e s e nt e d f or a si n gl e p o p ul ati o n s y nt h e si s
si m ul ati o n wit h s u p er n o v a ki c k p ar a m et er σ = 5 0 k m / s . We a s s u m e a LI S A mi s si o n d ur ati o n
of T o b s = 4 yr ( bl u e) a n d 1 0 yr (r e d) a n d a LI S A S N R t hr e s h ol d of 8 ( “f or e w ar ni n g ”,
s oli d) a n d 4 ( “ e xtr a ct e d ”, d a s h e d). R e s ult s a p p e ar i d e nti c al if LI G O o r a t hir d- g e n er ati o n
gr o u n d- b a s e d d et e ct or i s c o n si d er e d. We s et T w ai t = 5 × T o b s , i. e. eit h er 2 0 or 5 0 yr.
1 4 5
C H A P T E R 9.
0 5 1 0 1 5 2 0 2 5
ρ LI S A (T o bs )















E xtr a ct e d
F or e w ar ni n g
σ = 5 0 k m /s
T o b s = 4 yr
T o b s = 1 0 yr
ρ LI S A > 8
ρ LI S A > 4
Fi g ur e 9. 7: C u m ul ati v e n u m b er of e x p e ct e d m ulti b a n d d et e cti o n s a s a f u n cti o n of t h e LI S A
S N R. R e s ult s ar e pr e s e nt e d f or a si n gl e p o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n wit h s u p er n o v a ki c k
p ar a m et er σ = 5 0 k m / s . We a s s u m e a LI S A mi s si o n d ur ati o n of T o b s = 4 yr ( bl u e) a n d 1 0 yr
( r e d) a n d a LI S A S N R t hr e s h ol d of 8 ( “f or e w ar ni n g ”, s oli d) a n d 4 ( “ e xtr a ct e d ”, d a s h e d).
R e s ult s a p p e ar i d e nti c al if LI G O or a t hi r d- g e n er ati o n gr o u n d- b a s e d d et e ct or i s c o n si d er e d.
We s et T w ai t = 5 × T o b s , i. e. eit h er 2 0 or 5 0 yr.
1 4 6
C H A P T E R 9.
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T o b s = 4 yr
T o b s = 1 0 yr
ρ LI S A > 8
ρ LI S A > 4
Fi g ur e 9. 8: M ulti b a n d d et e cti o n r at e s (t o p) a n d n u m b er of e v e nt s ( b ott o m) p r e di ct e d
b y p o p ul ati o n s y nt h e si s si m ul ati o n s of bi n a r y st ar s. We pr e s e nt r e s ult s fr o m 7 di ff e r e nt
si m ul ati o n s wit h v ar yi n g s u p er n o v a ki c k s, w h er e t h e 1 D di s p er si o n σ r a n g e s f r o m 0 k m / s
( n o ki c k s) t o 2 6 5 k m / s ( B H s r e c ei v e s f ull ki c k s a s i nf err e d fr o m g al a cti c p ul s ar s). Bl u e ( r e d)
c u r v e s s h o w r e s ult s a s s u mi n g a LI S A mi s si o n d ur ati o n of 4 yr ( 1 0 yr); s oli d ( d a s h e d) li n e s
a s s u m e s a LI S A S N R t hr e s h ol d of 8 ( 4). T h e v erti c al d ott e d li n e at σ = 5 0 k m / s m a r k s
t h e m o d el u s e d i n Fi g s. 9. 5- 9. 7. R e s ult s a p p e ar i d e nti c al if LI G O or a t hir d- g e n e r ati o n
gr o u n d- b a s e d d et e ct or i s c o n si d er e d. We s et T w ai t = 5 × T o b s , i. e. eit h e r 2 0 or 5 0 yr. D at a
t o r e pr o d u c e t hi s fi g ur e ar e r e p ort e d i n T a bl e 9. 2.
1 4 7
C H A P T E R 9.
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Fi g ur e 9. 9: M ar gi n ali z e d di stri b uti o n s of t ot al m a s s M = m 1 + m 2 (t o p l eft), m a s s r ati o
q = m 2 / m 1 ( b ott o m l eft), r e d s hift z (t o p ri g ht) a n d e ff e cti v e s pi n χ e ff ( b ott o m l eft) d et e ct a bl e
b y m ulti b a n d G W n et w or k s. L ar g er p a n el s s h o w r e s ult s fr o m a p o p ul ati o n s y nt h e si s
di stri b uti o n wit h s u p er n o v a ki c k p ar a m et er σ = 5 0 k m / s. T h e LI G O d et e cti o n r at e i s
s h o w n i n gr e e n, w hil e m ulti b a n d r at e s ar e s h o w n i n bl u e a n d r e d a s s u mi n g a LI S A mi s si o n
d u r ati o n of 4 a n d 1 0 y e ar s, r e s p e cti v el y. F or t h e m ulti b a n d di st ri b uti o n s, s oli d ( d a s h e d)
li n e s ar e o bt ai n e d wit h a LI S A S N R t h r e s h ol d of 8 ( 4); r e s ult s a p p e ar i d e nti c al if LI G O
or a t hir d- g e n er ati o n gr o u n d- b a s e d d et e ct or i s c o n si d er e d. T h e t o p s m all er p a n el s s h o w s
p o st eri o r di st ri b uti o n s of t h e fir st 1 0 bi n ar y B H m e r g er s d et e ct e d b y LI G O / Vir g o [ 9].
1 4 8
C H A P T E R 9.
LI G O
σ = 0 k m / s
3r d g e n.
0 .0 0 .1 0 .2 0 .3 0 .4 0 .5 0 .6 0 .7 0 .8 0 .9 1 .0
m ulti b a n d
LI G O
σ = 2 5 k m / s
3r d g e n.
0 .0 0 .1 0 .2 0 .3 0 .4 0 .5 0 .6 0 .7 0 .8 0 .9 1 .0
m ulti b a n d
LI G O
σ = 5 0 k m / s
3r d g e n.
0 .0 0 .1 0 .2 0 .3 0 .4 0 .5 0 .6 0 .7 0 .8 0 .9 1 .0
m ulti b a n d
LI G O
σ = 7 0 k m / s
3r d g e n.
0 .0 0 .1 0 .2 0 .3 0 .4 0 .5 0 .6 0 .7 0 .8 0 .9 1 .0
m ulti b a n d
LI G O
σ = 1 3 0 k m / s
3r d g e n.
0 .0 0 .1 0 .2 0 .3 0 .4 0 .5 0 .6 0 .7 0 .8 0 .9 1 .0
m ulti b a n d
LI G O
σ = 2 0 0 k m / s
3r d g e n.
0 .0 0 .1 0 .2 0 .3 0 .4 0 .5 0 .6 0 .7 0 .8 0 .9 1 .0
m ulti b a n d
LI G O
σ = 2 6 5 k m / s
3r d g e n.
0 .0 0 .1 0 .2 0 .3 0 .4 0 .5 0 .6 0 .7 0 .8 0 .9 1 .0
m ulti b a n d
T o bs = 1 0 yr ρ LI S A > 8
B H 1 C E B H 2
B H 2 C E B H 1
C E B H 1 B H 2
C E B H 2 B H 1
C E B H 1 C E B H 2
C E B H 2 C E B H 1
B H 1 B H 2
B H 2 B H 1
Fi g ur e 9. 1 0: Fr a cti o n al c o ntri b uti o n t o t h e d et e cti o n r at e fr o m B H bi n ari e s f o r m e d vi a
di ff er e nt s u b c h a n n el s. E a c h p a n el c o nt ai n s r e s ult s fr o m a di ff er e nt p o p ul ati o n s y nt h e si s
si m ul ati o n, w h er e t h e st r e n gt h of t h e s u p er n o v a ki c k s i s v ari e d fr o m σ = 0 (t o p l eft) t o
2 6 5 k m / s ( b ott o m). Bi n ari e s ar e cl a s si fi e d a c c or di n g t o t h e or d er of t h e f or m ati o n of t h e
h e a vi er o bj e ct ( B H 1), t h e f or m ati o n of t h e li g ht er o bj e ct ( B H 2) a n d t h e o c c urr e n c e of a
c o m m o n- e n v el o p e p h a s e ( C E). T o p, mi d dl e a n d b ott o m b ar s of e a c h p a n el r ef er t o LI G O,
C o s mi c E x pl or er a n d m ulti b a n d d et e cti o n s, r e s p e cti v el y. M ulti b a n d r e s ult s ar e c o m p ut e d
a s s u mi n g T o b s = 1 0 yr, ρ LI S A > 8 a n d t h e LI G O gr o u n d- b a s e d d et e ct or ( b ut r e s ult ar e
u n c h a n g e d if a LI S A + 3 g n et w or k i s c o n si d e r e d).
1 4 9
C H A P T E R 9.
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z h = 0 .0 2
z h = 0 .0 4
z h = 0 .0 6
z h = 0 .0 8
z h = 0 .1
z h = 0 .1 2LI S A
T o b s = 1 0 yr
ρ t h r = 8
Fi g ur e 9. 1 1: St ell ar- m a s s B H bi n ar y h ori z o n r e d s hift s z h f or gr o u n d- a n d s p a c e- b a s e d G W
d et e ct o r s a s a f u n cti o n of t h e B H m a s s e s m 1 > m 2 . T o p p a n el s ar e pr o d u c e d a s s u mi n g
LI G O at d e si g n s e n siti vit y a n d t h e pr o p o s e d t hir d- g e n er ati o n d et e cti o n C o s mi c E x pl o r e r,
t o g et h er wit h t h e st a n d ar d t hr e s h ol d ρ t h r = 8. B ott o m a n d mi d dl e p a n el s s h o w r e s ult s f or
t h e LI S A s p a c e mi s si o n, a s s u mi n g di ff er e nt mi s si o n d ur ati o n of T o b s = 4 , 1 0 y r a n d S N R
t hr e s h ol d s ρ t h r = 4 , 8. F or si m pli cit y, h e r e w e a s s u m e n o n s pi n ni n g s o ur c e s.
1 5 0
C h a p t e r 1 0
E x p a n di n g t h e L I S A H o ri z o n f r o m
t h e G r o u n d
T h e L a s er I nt erf er o m et er S p a c e A nt e n n a ( LI S A) gr a vit ati o n al- w a v e ( G W) o b s er v at or y will b e
li mit e d i n it s a bilit y t o d et e ct m er g er s of bi n ar y bl a c k h ol e s ( B B H s) i n t h e st ell ar- m a s s r a n g e.
A f ut ur e gr o u n d- b a s e d d et e ct or n et w or k, m e a n w hil e, will a c hi e v e b y t h e LI S A l a u n c h d at e a
s e n siti vit y t h at e n s ur e s c o m pl et e d et e cti o n of all m er g e r s wit hi n a v ol u m e > O ( 1 0) G p c 3 .
We pr o p o s e a m et h o d t o u s e t h e i nf o r m ati o n fr o m t h e gr o u n d t o r e vi sit t h e LI S A d at a i n
s e a r c h f or s u b-t hr e s h ol d e v e nt s. B y di s c ar di n g s p u ri o u s tri g g e r s t h at d o n ot o v erl a p wit h
t h e gr o u n d- b a s e d c at al o g u e, w e s h o w t h at t h e si g n al-t o- n oi s e t hr e s h ol d ρ LI S A e m pl o y e d i n
LI S A c a n b e si g ni fi c a ntl y l o w er e d, gr e atl y b o o sti n g t h e d et e cti o n r at e. T h e e ffi ci e n c y of t hi s
m et h o d d e p e n d s p r e d o mi n a ntl y o n t h e r at e of f al s e- al ar m i n cr e a s e w h e n t h e t hr e s h ol d i s
l o w er e d a n d o n t h e u n c ert ai nt y i n t h e p ar a m et er e sti m ati o n f o r t h e LI S A e v e nt s. A s a n
e x a m pl e, w e d e m o n str at e t h at w hil e all c urr e nt LI G O B B H- m er g er d et e cti o n s w o ul d h a v e
e v a d e d d et e cti o n b y LI S A w h e n e m pl o yi n g a st a n d ar d ρ LI S A = 8 t hr e s h ol d, t hi s m et h o d will
all o w u s t o e a sil y ( p o s si bl y) d et e ct a n e v e nt si mil ar t o G W 1 5 0 9 1 4 ( G W 1 7 0 8 1 4) i n LI S A.
O v er all, w e e sti m at e t h at t h e t ot al r at e of st ell ar- m a s s B B H m er g er s d et e ct e d b y LI S A
c a n b e b o o st e d b y a f a ct o r ∼ 4 ( ≳ 8) u n d e r c o n s er v ati v e ( o pti mi sti c) a s s u m pti o n s. T hi s
will e n a bl e n e w t e st s u si n g m ulti- b a n d G W o b s er v ati o n s, si g ni fi c a ntl y ai d e d b y t h e gr e atl y
i n cr e a s e d l e v er ar m i n fr e q u e n c y.
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1 0. 1 I n t r o d u c ti o n
M ulti- b a n d m e a s ur e m e nt s of G W s [ 5 9 3 ] fr o m c o al e s ci n g bi n ar y bl a c k h ol e s ( B B H s) c a n o p e n
t h e d o o r t o a wi d e arr a y of i n v al u a bl e st u di e s. S p a n ni n g a wi d er r a n g e of fr e q u e n ci e s will
i n cr e a s e s e n siti vit y t o e c c e ntri c o r bit s, w hi c h c a n b e u s e d t o di sti n g ui s h b et w e e n di ff er e nt
bi n ar y f or m ati o n c h a n n el s, i m p r o v e m er g er-r at e e sti m ati o n, all o w f or m or e pr e ci s e t e st s of
g r a vit y a n d a s si st i n i n str u m e nt c ali br ati o n. B ett e r s ci e n c e will b e e n a bl e d if m a n y e v e nt s
a r e d et e ct e d i n b ot h a gr o u n d- b a s e d n et w or k ( Gr o u n d) a n d a s p a c e o b s er v at or y s u c h a s
LI S A.
U nf ort u n at el y, LI S A will n ot b e n e arl y a s s e n siti v e a s t h e Gr o u n d d et e ct or s t o st ell ar- m a s s
B B H m er g er s. T hi s i s s u e a ff e ct s i n p arti c ul ar “ m ulti b a n d ” i n s pir al e v e nt s, f or w hi c h t h e G W
f r e q u e n c y d rift s fr o m t h e LI S A t o t h e Gr o u n d b a n d d uri n g t h e LI S A o b s er v ati o n wi n d o w.
T hi s c o n diti o n d et er mi n e s a mi ni m u m fr e q u e n c y at w hi c h t h e e v e nt c a n a p p e ar i n LI S A
(t y pi c all y ≳ 1 0 − 2 H z f o r st ell a r- m a s s B B H s). T a ki n g a d v a n c e d LI G O ( a LI G O) at d e si g n
s e n siti vit y a s a n e x a m pl e a n d a d o pti n g a si mil ar si g n al-t o- n oi s e t h r e s h ol d of ρ = 8 i n b ot h
e x p eri m e nt s, t h e fr a cti o n of a LI G O e v e nt s t h at will b e d et e ct a bl e i n LI S A i s l e s s t h a n 1 %.
If w e c a n m a n a g e t o l o w er t h e LI S A si g n al-t o- n oi s e t hr e s h ol d, t h e h ori z o n di st a n c e ( w hi c h
i s t h e m a xi m u m di st a n c e at w hi c h a s o ur c e i s d et e ct a bl e) will gr o w, a n d t h e i n cr e a s e i n
a c c e s si bl e v ol u m e will r e s ult i n a r a pi d ri s e i n t h e m ulti- b a n d d et e cti o n r at e. S etti n g a l o w er
t hr e s h ol d, h o w e v e r, m e a n s t h at w e i n c r e a s e t h e ri s k of cl a s sif yi n g n oi s e tri g g er s a s r e al e v e nt s
(f al s e al ar m s). T h e f al s e- al ar m r at e ( F A R) i s a st e e p f u n cti o n of ρ [ 5 9 4].
I n t hi s L ett e r w e pr o p o s e a m et h o d t o di s c ar d s p uri o u s LI S A tri g g er s t h at s h o w u p a s t h e
si g n al-t o- n oi s e t hr e s h ol d i s l o w er e d, u si n g i nf or m ati o n fr o m t h e Gr o u n d. We s h o w t h at a
l ar g e n u m b er of r a n d o m n oi s e tri g g er s c a n b e filt er e d o ut b y i m p o si n g c o n si st e n c y wit h
Gr o u n d m e a s u r e m e nt s f or m ulti pl e p ar a m et er s i n t a n d e m.
1 0. 2 M e t h o d
T h e pr o c e d ur e i s a s f oll o w s: w e fir st s et a n i niti al t hr e s h ol d, e. g. ρ LI S A = 8, a n d d et er mi n e
w hi c h (r e al) e v e nt s i n t h e Gr o u n d c at al o g u e ar e d et e ct a bl e i n LI S A wit h t hi s t hr e s h ol d. T h e
p ar a m et er s of all LI S A c a n di d at e e v e nt s i d e nti fi e d wit h t hi s t hr e s h ol d ar e t h e n c o m p ar e d wit h
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t h o s e i n t h e Gr o u n d li st (t a ki n g i nt o a c c o u nt t h e LI S A p ar a m et er- e sti m ati o n u n c ert ai nt y),
a n d t h o s e t h at d o n ot o v erl a p wit h a n y r e al e v e nt ar e di s c ar d e d. We l o w er t h e t hr e s h ol d a n d
it e r at e t hi s pr o c e d ur e u ntil t h e pr o b a bilit y t h at a r a n d o m tri g g er i s c o n si st e nt wit h s o m e
Gr o u n d e v e nt b e c o m e s si g ni fi c a nt.
Fi g u r e 1 0. 1 ill u str at e s t h e c o n c e pt of filt eri n g s p uri o u s tri g g er s u si n g o nl y tc , t h e ti m e of
c o al e s c e n c e, a s t h e di s c a r di n g p ar a m et er. C o m p ar e d wit h t h e e ntir e LI S A o b s er v ati o n
ti m e, O ( 1) y e ar s , t h e t y pi c al u n c ert ai nt y o n tc a s d et er mi n e d b y LI S A i s ∼ 7 o r d e r s of
m a g nit u d e s m all er, O ( 1 0) s e c o n d s . Wit h O ( 1 0 0 0) e v e nt s e x p e ct e d t o b e d et e ct e d fr o m t h e
Gr o u n d wit hi n t h e v ol u m e a c c e s si bl e b y LI S A wit h ρ LI S A ≳ 5, w e s h o ul d t h er ef o r e b e a bl e t o
filt e r o ut r o u g hl y ≳ 1 0 4 r a n d o m tri g g e r s b a s e d o n tc al o n e. T hi s will all o w a d et e cti o n of
e v e nt s wit h ρ LI S A ∼ 7, s u c h a s G W 1 5 0 9 1 4 [ 2 1 ], o v e r t h e LI S A mi s si o n lif eti m e. We will s e e
t h at i n c or p or ati n g a d diti o n al p ar a m et er s m a y e n a bl e a m ulti- b a n d d et e cti o n of e v e nt s wit h
ρ LI S A ∼ 4, s u c h a s G W 1 7 0 8 1 4 [ 5 9 5].
I n w h at f oll o w s w e c h o o s e t o f o c u s o n t hr e e w a v ef or m i n gr e di e nt s: t h e s o u r c e m a s s e s, s k y
l o c ati o n a n d m er g er ti m e. We will t e st t h e e ffi ci e n c y of o u r pr o p o s e d m et h o d b a s e d o n
a Fi s h er m atri x a n al y si s t o e sti m at e t h e p ar a m et e r e sti m ati o n u n c ert ai nt y i n t h e LI S A
b a n d [ 5 1 1 ], a n d r e p ort t h e p ot e nti al i m pr o v e m e nt i n t h e LI S A e v e nt r at e gi v e n di ff e r e nt
a s s u m pti o n s a b o ut t h e F A R a n d t h e B B H m a s s f u n cti o n.
We a s s u m e t h e p o st eri or s t o b e G a u s si a n, s o a tri g g er i s c h ar a ct eri z e d b y it s k - di m e n si o n al
v e ct o r of b e st- fit p ar a m et er v al u e s µ⃗ a n d c o v a ri a n c e m atri x Σ. T h e pr o bl e m of c o n si st e n c y
c h e c ki n g b et w e e n t h e LI S A a n d Gr o u n d m e a s ur e m e nt s c o rr e s p o n d s t o fi n di n g t h e o v erl a p
b et w e e n t w o v ol u m e s i n a m ulti- di m e n si o n al s p a c e gi v e n s o m e m et ri c. We cl ai m t h at t w o
m e a s u r e m e nt s t a k e n b y LI S A a n d t h e Gr o u n d a gr e e wit h e a c h ot h er if t h e y m e et t h e
f oll o wi n g crit eri o n:
D ( µ⃗ LI S A , µ⃗G r o u n d , Σ LI S A , Σ G r o u n d ) ≤ χ
2
k (p ), ( 1 0. 1)
w h er e D i s a f u n cti o n t h at gi v e s t h e di st a n c e b et w e e n t w o p oi nt s i n t h e hi g h- di m e n si o n al s p a c e
u n d e r s o m e m etri c, a n d χ 2k (p ) i s t h e q u a ntil e f u n cti o n f or pr o b a bilit y p of t h e C hi- S q u ar e d
di st ri b uti o n wit h k d e gr e e s of fr e e d o m.
A t y pi c al s o ur c e i n LI S A will b e c h ar a ct eri z e d b y k = 9 p a r a m et er s ( w h e n t a ki n g i nt o
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G W 1 5 0 9 1 4
G W 1 5 1 2 2 6
G W 1 7 0 1 0 4 G W 1 7 0 6 0 8
G W 1 7 0 8 1 4
T ri g g e r
Fi g ur e 1 0. 1: Ill u str ati o n of o u r m et h o d t o di s c ar d LI S A tri g g er s. T h e w a v ef or m s a r e t h o s e
of t h e gr a vit ati o n al e v e nt s w hi c h w er e o b s er v e d b y a LI G O i n it s O 1 a n d O 2 r u n s ( 2 0 1 5- 2 0 1 7).
G W 1 5 0 9 1 4 w o ul d h a v e h a d t h e hi g h e st si g n al-t o- n oi s e i n LI S A, ρ LI S A = 7, w hil e G W 1 7 0 8 1 4
w o ul d h a v e h a d ρ LI S A = 4 .5 ( a s s u mi n g 4 y e a r s of i nt e gr ati o n ti m e), b ot h of w hi c h ar e b el o w
t h e c o n v e nti o n al ρ = 8 t hr e s h ol d. T h e r e d stri p e s i n di c at e t h e m er g er ti m e of LI S A tri g g er s
(t h ei r wi dt h s et b y t h e u n c ert ai nt y). If a tri g g er d o e s n ot a gr e e wit h a n y of t h e e v e nt s
d et e ct e d fr o m t h e Gr o u n d, it c a n b e di s c ar d e d a s r a n d o m n oi s e ( or a s a n a str o p h y si c al e v e nt
w h o s e m e r g e r will a p p e ar i n LI G O i n t h e f ut ur e a n d i s t h u s irr el e v a nt f or o u r p ur p o s e s).
We s h o w t h at if LI S A h a d st art e d o b s er vi n g i n 2 0 1 1, it w o ul d h a v e b e e n p o s si bl e t o l o w er
it s si g n al-t o- n oi s e t hr e s h ol d a n d r e c o v er G W 1 5 0 9 1 4, a n d p ot e nti all y al s o G W 1 7 0 8 1 4. T h e
ot h er e v e nt s w o ul d h a v e b e e n o ut of r e a c h.
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a c c o u nt t h e a nt e n n a p att er n), s o t h e e x a ct t w o- p oi nt di st a n c e pr o bl e m w o ul d b e s ol v e d i n a n
1 8- di m e n si o n al s p a c e, a n d h e n c e it c a n b e c o m p ut ati o n all y i nt e n si v e. I n st e a d of s ol vi n g t h e
pr o bl e m e x a ctl y, w e c al c ul at e t h e v ol u m e b o u n d e d b y χ 2k (p ) i n t h e p ar a m et er s p a c e c e nt er e d
at t h e b e st- fit v al u e f o r e a c h p ar a m et er t h at i s gi v e n b y t h e m or e pr e ci s e m e a s ur e m e nt
b et w e e n t h e Gr o u n d a n d LI S A. Si n c e m o st of t h e s o ur c e s will b e d et e ct e d fr o m t h e Gr o u n d
wit h si g n al-t o- n oi s e w ell a b o v e t hr e s h ol d, t h e Gr o u n d m e a s ur e m e nt s c a n b e tr e at e d a s t h e
“tr u e ” v al u e s ( n e gl e cti n g a n y s y st e m ati c bi a s). T h e c o n si st e nt v ol u m e i n p ar a m et er s p a c e of
a p a rti c ul ar s o u r c e wit h p a r a m et er s θ⃗ will b e w ell- a p pr o xi m at e d b y t h e elli p s oi d
V ( θ⃗ , p) =
˜︁
χ 2k (p )
χ 2k ( 0.6 7)
˜︁ k ∫︂
( 2π ) k |Σ LI S A ( θ⃗ ) |, ( 1 0. 2)
w h er e |Σ LI S A ( θ⃗ ) | d e n ot e s t h e d et er mi n a nt of t h e c o v ari a n c e m atri x gi v e n b y LI S A u si n g t h e
m o st r e c e nt n oi s e p o w er s p e ctr al d e n sit y S n (f ) [ 5 0 5 ], a n d χ
2
k ( 0.6 7) c orr e s p o n d s t o a b o u n d
at ” 1 σ ” l e v el. T h e fr a cti o n of tri g g er s w hi c h ar e c o n si st e nt b et w e e n t h e t w o d et e ct o r s i s
t h e n gi v e n b y
f c (ρ, T ) =
˜︁
d θ⃗ n s ( θ⃗ , ρ, T )
˜︁
V ( θ⃗ , p)
d θ




′⃗ )d θ ′⃗
, ( 1 0. 3)
w h e r e n s ( θ⃗ , ρ, T ) i s t h e n u m b e r of a st r o p h y si c al (r e al) e v e nt s w hi c h LI S A i s s e n siti v e t o
( all of w hi c h ar e d et e ct a bl e fr o m t h e G r o u n d) f or a gi v e n v e ct or θ⃗ of s o u r c e p a r a m et er s, a
si g n al-t o- n oi s e t h r e s h ol d ρ LI S A , a n d i nt e gr ati o n ti m e T ; n b (θ
′⃗ ) i s t h e n u m b e r d e n sit y of LI S A
t ri g g e r s a s a f u n cti o n of θ ′⃗ i n t h e s e ar c h p ar a m et er s p a c e.
T h e m o st i m p ort a nt i n gr e di e nt i n o ur a n al y si s i s t h e r el ati o n s hi p b et w e e n t h e t hr e s h ol d
ρ LI S A a n d t h e n u m b er of e x p e ct e d b a c k gr o u n d tri g g er s, w hi c h w e c all t h e “ F A R c ur v e. ”
At t hi s ti m e, t h er e i s n o r eli a bl e e sti m at e f or t h e LI S A F A R c ur v e. We t h er ef or e u s e a s a
pr o x y t h e r e s ult s of t h e LI G O M o c k D at a C h all e n g e [ 5 9 4 ], w hi c h s u g g e st t h at t h e n u m b er
of b a c k gr o u n d tri g g er s i n cr e a s e s b y a b o ut t w o or d er s of m a g nit u d e w h e n t h e si g n al-t o- n oi s e
t hr e s h ol d i s d e cr e a s e d b y o n e ( w e u s e t h eir E x p eri m e nt 3, w hi c h i s t h e m o st r el e v a nt f or o ur
st u d y). T hi s a g r e e s wit h t h e r e c e nt fi n di n g s of R ef. [ 5 9 6].
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We c a n t h e n d e fi n e t h e e ff e cti v e LI S A t hr e s h ol d a s
ρ e ffLI S A (T ) = ρ
0
LI S A + l o g Γ (f c (ρ
e ff
LI S A , T )), ( 1 0. 4)
w h er e ρ 0LI S A i s t h e c o n v e nti o n al si g n al-t o- n oi s e t hr e s h ol d, Γ i s t h e F A R a n d T i s t h e i nt e gr ati o n
ti m e i n LI S A. E q. ( 1 0. 4) i s t h e cr u x of t h e m et h o d pr o p o s e d i n t hi s w or k.
T h e F A R c ur v e gi v e n i n R ef. [ 5 9 4 ] h a s a sl o p e Γ ∼ 1 0 0 a n d i s n ot s h o w n b el o w ρ = 5 .5.
A s a c o n s er v ati v e e sti m at e, w e i m p o s e a n e x p o n e nti al c ut o ff e − 3 ( ρ − 5 .5 ) st arti n g at ρ = 5 .5,
e s s e nti all y pr e v e nti n g a n y i m pr o v e m e nt b e y o n d ρ = 5. We al s o c o n si d er a m or e o pti mi sti c
c a s e i n w hi c h w e e xtr a p ol at e t h e F A R c ur v e wit h a si mil ar c ut o ff at ρ = 4. Gi v e n t h e
v ol u m e p er mitt e d b y a si n gl e s o ur c e, E q. ( 1 0. 2) , t h e n u m b er d e n sit y n s of r e al s o ur c e s i n t h e
p ar a m et er s p a c e a n d t h e F A R f u n cti o n, w e ar e n o w r e a d y t o o bt ai n ρ e ff b y s ol vi n g E q. ( 1 0. 4)
s elf- c o n si st e ntl y.
I n or d er t o c o m p ut e t h e s e c o n d i nt e gr al i n E q. ( 1 0. 3) , w e n e e d t o e sti m at e ΣLI S A . We a d o pt
a m o di fi c ati o n of t h e Fi s h er m atri x c o d e fr o m R ef. [ 5 1 1 ] t o c al c ul at e t h e u n c ert ai nti e s o n
s o u r c e p ar a m et er s. A s e x pl ai n e d a b o v e, w e c al c ul at e ρ e ffLI S A (T ) u si n g t h e t hr e e gr o u p s of
p ar a m et er s w hi c h c o ntri b ut e t h e m o st t o t h e fr a cti o n of di s c ar d e d e v e nt s f c :
(i) Ti m e of c o al e s c e n c e tc : w e c ar e o nl y f o r e v e nt s t h at will m e r g e i n t h e Gr o u n d fr e q u e n c y
b a n d a n d a s s u m e t h at n oi s e tri g g er s will b e di stri b ut e d u nif or ml y i n t h e LI S A o b s er v ati o n
wi n d o w, w hi c h i s d et er mi n e d b y T .
(ii) C o m p o n e nt m a s s e s ( M 1 , M 2 ): w e a s s u m e t h at n oi s e tri g g er s will pi c k u p a r a n d o m
t e m pl at e i n t h e t e m pl at e b a n k, a n d c al c ul at e t h e fr a cti o n f c a s s u mi n g n oi s e tri g g er s ar e
di stri b ut e d u nif or ml y i n t h e ( M 1 , M2 ) pl a n e. T h e u n c ert ai nt y o n eit h er c o m p o n e nt m a s s
i s n or m all y ∼ 1 0 % of t h e m e a s u r e d v al u e, b ut d u e t o t h e str o n g c or r el ati o n b et w e e n t h e
t w o c o m p o n e nt m a s s e s [ 1 8 2 ], t h e all o w e d v ol u m e i n t h e p ar a m et er s p a c e i s t y pi c all y m u c h
s m all e r t h a n 1 0 %. T hi s v ol u m e i s r el at e d t o t h e u n c ert ai nt y i n c hir p m a s s m e a s u r e m e nt,
w hi c h i s e x p e ct e d t o b e q uit e s m all i n LI S A ( a s B B H s s p e n d m a n y c y cl e s i n it s fr e q u e n c y
b a n d). T y pi c all y t h e pr o b a bilit y of a n oi s e tri g g er b ei n g c o n si st e nt wit h o n e r e al e v e nt i s
∼ 1 0 − 6 .
(iii) S k y l o c ati o n ( θ S , ϕ S ): We a s s u m e t h at n oi s e tri g g er s will b e u nif or ml y di stri b ut e d a cr o s s
t h e s k y. LI S A will b e a bl e t o l o c ali z e s o ur c e s t o wit hi n O ( 1 0) d e g 2 [5 9 7 ]. C o m p ari n g t o t h e
w h ol e s k y, t h e p r o b a bilit y of a n oi s e tri g g er b ei n g c o n si st e nt wit h o n e e v e nt i s ≲ 1 0 − 3 .
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O ur fi g ur e- of- m erit i s t h e n u m b er of a d diti o n al s o ur c e s w e c a n r e c o v er i n LI S A b y r e pl a ci n g
t h e c o n v e nti o n al t hr e s h ol d ρ 0LI S A wit h ρ
e ff
LI S A . T hi s of c o ur s e d e p e n d s o n t h e a str o p h y si c al
B B H m er g er r at e. M ulti b a n d e v e nt s pr o b e d b y LI S A ar e i n t h e l o c al U ni v er s e, s o w e c a n
a s s u m e t h e m er g er r at e R t o b e c o n st a nt i n r e d s hift. We d e n ot e b y Λ t h e m e a n r at e of e v e nt s
of a str o p h y si c al ori gi n a b o v e a c ert ai n si g n al-t o- n oi s e t hr e s h ol d, gi v e n b y Λ = R ⟨V T ⟩, w h er e
⟨V T ⟩ i s t h e ti m e a n d p o p ul ati o n- a v er a g e d s p a c e-ti m e v ol u m e a c c e s si bl e t o t h e d et e ct or at
t h e c h o s e n t hr e s h ol d ρ t h , d e fi n e d a s [ 5 9 8]
⟨V T ⟩ = T
˜︁





s ( θ⃗ ) f (z, θ⃗ , ρt h ), ( 1 0. 5)
w h er e V c i s t h e c o m o vi n g v ol u m e, s ( θ⃗ ) i s t h e i nj e ct e d di stri b uti o n of s o ur c e p ar a m et er s, a n d
0 ≤ f (z, θ⃗ , ρt h ) ≤ 1 i s t h e fr a cti o n of i nj e cti o n s d et e ct a bl e b y t h e e x p eri m e nt.
I n or d er t o c al c ul at e ⟨V T ⟩, w e n e e d t o s ol v e f or t h e h ori z o n di st a n c e a n d r e d s hift e d v ol u m e
a s a f u n cti o n of s o ur c e p ar a m et er s [ 5 9 9 ], a n d t h e n m ar gi n ali z e o v er a n i n p ut p o p ul ati o n s ( θ⃗ ).
We c o n si d e r s o ur c e s c h ar a ct eri z e d b y 9 p ar a m et er s: t h e t w o c o m p o n e nt m a s s e s ( M 1 , M2 ),
ti m e of c o al e s c e n c e tc , p h a s e of c o al e s c e n c e ϕ c , l u mi n o sit y di st a n c e D L , s k y l o c ati o n s of
t h e s o ur c e ( θ̄ S , ϕ¯ S ), a n d t h e o r bit al a n g ul ar m o m e nt u m dir e cti o n ( θ̄ L , ϕ
¯
L ). I n pr a cti c e, w e
s a m pl e o v er t h e t w o c o m p o n e nt m a s s e s a n d f o ur s k y l o c ati o n s, wit h tc a n d ϕ c ar bitr aril y s et
t o z e r o.
F o r t h e i nj e ct e d m a s s di stri b uti o n, w e f oll o w R ef. [ 2 8 8 ] a n d d e fi n e t h e pr o b a bilit y d e n sit y
f u n cti o n ( P D F) of M 1
P (M 1 ) ≡ A M 1 M 1
− α H (M 1 − M g a p )e
− ( M 1 / M c u t )
2
, ( 1 0. 6)
w h er e A M 1 i s a n or m ali z ati o n c o n st a nt, H i s t h e H e a vi si d e f u n cti o n, M g a p i s t h e mi ni m u m
m a s s of a st ell ar bl a c k h ol e ( a s s u m e d t o b e 5 M ⊙ ), a n d b y d ef a ult w e s et t h e u p p er c ut o ff
M c u t = 4 0 M ⊙ [2 3 8 , 6 0 0 , 6 0 1 ]. T o a c c o u nt f o r u n c ert ai nt y r e g a r di n g t h e s e c h oi c e s, w e al s o
c al c ul at e o ur r e s ult s u si n g t w o ot h er m a s s f u n cti o n s: i n o n e w e r e pl a c e t h e G a u s si a n c ut o ff
wit h a s h a r p st e p f u n cti o n P ( M ) ∝ H ( M ⊙ − M c u t ), a n d i n a n ot h er wit h a n e x p o n e nti al
c ut o ff P (M ) ∝ e − M 1 / M c u t . F or all c a s e s w e li mit t h e m a xi m u m c o m p o n e nt m a s s t o 1 0 0M ⊙ .
Fi n all y, gi v e n a v al u e f or M 1 , w e d e fi n e t h e P D F of M 2 a s a u nif or m di stri b uti o n r a n gi n g
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fr o m M g a p t o M 1 [ 1 8 2, 2 8 8]:
P (M 2 | M 1 ) ≡ A M 2 H (M 2 − M g a p )H (M 1 − M 2 ). ( 1 0. 7)
F or t h e s k y l o c ati o n s, w e a s s u m e s o ur c e s a r e u nif o r ml y di stri b ut e d o n t h e c el e sti al s p h er e. I n
p ri n ci pl e o n e s h o ul d g e n er at e a 6- di m e n si o n al s a m pl e i n t h e m a s s – s k y-l o c ati o n p ar a m et er s
s p a c e, b ut t hi s i s q uit e c o m p ut ati o n all y i nt e n si v e. I n pr a cti c e, w e a v er a g e o v er a r e a s o n a bl e
a m o u nt of s o ur c e s di stri b ut e d a cr o s s t h e s k y a n d c o m pr e s s t h e c al c ul ati o n of ⟨V T ⟩ t o t w o
( m a s s) di m e n si o n s.
T h e n e xt t er m w e n e e d i s f (z, θ⃗ , ρt h ), w hi c h i s r el at e d t o t h e h o ri z o n r e d s hift of t h e s o ur c e.
T h e LI S A si g n al-t o- n oi s e of a s o ur c e wit h fr e q u e n c y- d o m ai n w a v ef o r m h̃ ( f ) at s o m e l u mi n o sit y
di st a n c e i s gi v e n b y [ 6 0 2]
ρ 2 = 4




(f ) h̃ ( f )
S n (f )
df, ( 1 0. 8)
w h e r e f mi n a n d f m a x ar e t h e i niti al a n d fi n al fr e q u e n ci e s. We g et t h e h ori z o n r e d s hift, a n d
h e n c e f (z, θ⃗ , ρt h ), b y s etti n g ρ = ρ t h .
W h e n c al c ul ati n g t h e u n c ert ai nt y a n d si g n al-t o- n oi s e f or a gi v e n s o ur c e, w e n e e d t o i nt e gr at e
t h e w a v ef o r m o v er a c ert ai n fr e q u e n c y r a n g e. Si n c e w e ar e i nt er e st e d i n s o ur c e s w hi c h c a n
i n pri n ci pl e b e d et e ct e d i n b ot h LI S A a n d t h e Gr o u n d, w e s et f m a x = 1 H z (t h e c o n v e nti o n al
u p p e r c ut o ff o n t h e LI S A n oi s e c ur v e). T o d et er mi n e f mi n , w e r e q ui r e t h at a s o ur c e drift s
f r o m t h e LI S A b a n d t o t h e G r o u n d b a n d i n l e s s t h a n a t ot al ti m e T . T h e c hi r p ti m e of a
s o ur c e wit h c hir p m a s s M (i n t h e o b s er v er fr a m e) i s gi v e n b y [ 6 0 3]
t =




9 6 π 8 / 3
(G M ) − 5 / 3 f − 1 1 / 3 . ( 1 0. 9)
T o d et er mi n e f mi n ( θ⃗ ) w e s ol v e E q. ( 1 0. 9) s etti n g t ≡ T .
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1 0. 3 R e s ul t
I n Fi g ur e 1 0. 2 w e pl ot o u r m ai n r e s ult: Λ ρ e ff / Λ ρ = 8 , t h e i n cr e a s e i n d et e cti o n r at e c o m p ar e d
t o u si n g t h e st a n d ar d ρ = 8 t h r e s h ol d, u n d er di ff e r e nt a s s u m pti o n s. We s e e t h at u si n g t h e
Gr o u n d i nf or m ati o n c a n b o o st t h e n u m b er of d et e cti o n s i n LI S A b y a f a ct or ∼ 4, u n d er t h e
c o n s e r v ati v e c h oi c e f or t h e F A R.
Si n c e o ur fi g ur e- of- m e rit c o m p ar e s t ot al r at e s, a n d w e a s s u m e a c o n st a nt m er g er r at e d e n sit y
p e r c o m o vi n g v ol u m e, t h e u n c ert ai nti e s i n t h e m er g er r at e c a n c el o ut. T h e d o mi n a nt
u n c ert ai nt y i n o ur r e s ult st e m s fr o m t h e F A R. Wit h a m or e o pti mi sti c c h oi c e of F A R t h e
b o o st f a ct or c a n i n cr e a s e u p t o ∼ 8: t h e LI S A s a m pli n g r at e [ 5 1 ] s et s a l o w er li mit o n t h e
t hr e s h ol d.
T h e n e xt s o ur c e of u n c e rt ai nt y i s d u e t o t h e c h oi c e of m a s s f u n cti o n. T h e i n cr e a s e i n d et e cti o n
r at e i s bi a s e d t o w ar d t h e l o w er e n d of t h e m a s s f u n cti o n, a n d s o it i s m or e si g ni fi c a nt f or m a s s
f u n cti o n s t h at f a v o r l o w er m a s s e v e nt s. T hi s u n c ert ai nt y a m o u nt s t o ∼ 5 %. A u nif or m-i n-l o g
m a s s f u n cti o n s h o ul d yi el d si mil ar r e s ult s [ 5 9 6].
1 0. 4 Di s c u s si o n
V ari o u s a s s u m pti o n s w e h a v e m a d e h er e c a n b e i m pr o v e d u p o n. F or e x a m pl e, i n c h e c ki n g
f or c o n si st e n c y b et w e e n LI S A a n d t h e Gr o u n d w e c o n si d er e d o nl y t h e v ol u m e all o w e d b y t h e
LI S A c o v ari a n c e m atri x, i n st e a d of s ol vi n g t h e e x a ct t w o- p oi nt pr o bl e m. T hi s i s a r e a s o n a bl e
a s s u m pti o n, b a s e d o n t h e e x p e ct e d s e n siti vit y of Gr o u n d o b s er v at ori e s b y t h e ti m e LI S A
fli e s.
We al s o t o o k t h e di stri b uti o n of n oi s e tri g g er s t o b e u nif o r m i n t h e p ar a m et er s of i nt er e st.
T hi s a s s u m pti o n i s v ali d f or ti m e of c o al e s c e n c e a n d s k y l o c ati o n, b ut it m a y n ot b e a c c ur at e
f o r t h e t w o c o m p o n e nt m a s s e s. S e ar c h t e m pl at e b a n k s f or gr o u n d- b a s e d d et e ct or s t y pi c all y
h a v e m or e t e m pl at e s at t h e l o w- m a s s e n d [ 6 0 4 , 6 0 5 , 6 0 6 ]. M or e r e ali sti c t e m pl at e b a n k s f or
LI S A, w h e n a v ail a bl e, c a n b e u s e d t o r e pl a c e t h e u nif or m di stri b uti o n e m pl o y e d h er e. If
t h e LI S A a n d Gr o u n d t e m pl at e s ar e q u alit ati v el y si mil ar, t hi s r e pl a c e m e nt s h o ul d i n cr e a s e
t h e di s c a r di n g p o w er at t h e hi g h er- m a s s e n d c o m p ar e d t o t h e u nif or m c a s e, a n d t h er ef or e
i m pr o v e t h e b o o st i n r at e.
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Fi g ur e 1 0. 2: T h e b o o st i n t h e LI S A d et e cti o n r at e e n a bl e d b y o ur m et h o d, c o m p ar e d t o
s etti n g t h e st a n d ar d si g n al-t o- n oi s e t hr e s h ol d of ρ = 8, a n d a s s u mi n g t h at all s o ur c e s ar e
o b s er v e d f or t h e i nt e gr ati o n ti m e T gi v e n i n E q. ( 1 0. 9). T h e bl u e s oli d li n e s h o w s t h e r at e
i n cr e a s e u si n g a F A R f u n cti o n wit h a c ut o ff at ρ = 5 a n d a m a s s f u n cti o n wit h a G a u s si a n
c ut o ff. T h e d a s h e d- bl u e li n e c orr e s p o n d s t o a m o r e o pti mi sti c F A R f u n cti o n, w h e r e t h e
c ut o ff i s at ρ = 4. F or c o m p ari s o n, w e s h o w i n r e d a n d gr e e n t h e r e s ult w h e n u si n g a m a s s
f u n cti o n wit h a s h ar p c ut o ff at 5 0M ⊙ a n d a si n gl e- e x p o n e nti al c ut o ff at 4 0 M ⊙ , r e s p e cti v el y.
A n ot h e r a p pr o xi m ati o n w e m a d e w a s t o e xtr a p ol at e o ur Fi s h e r m atri x c al c ul ati o n i nt o
t h e l o w si g n al-t o- n oi s e r e gi m e, w h er e it g e n er all y s e r v e s o nl y a s a l o w er b o u n d of t h e
u n c ert ai nti e s [ 2 7 3 ]. A m or e r e ali sti c e sti m at e of t h e u n c ert ai nti e s c a n b e a c hi e v e d wit h ot h er
p ar a m et er e sti m ati o n a p pr o a c h e s, s u c h a s t h e M a r k o v C h ai n M o nt e C a rl o m et h o d [ 6 0 7 ]. We
h o p e t h at o ur w or k will m oti v at e p arti ci p a nt s i n t h e o n g oi n g LI S A D at a C h all e n g e s [ 6 0 8 ] t o
v e rif y a n d i m pr o v e o ur F A R e sti m at e s.
T o c o n cl u d e, w hil e t h e i d e a t o u s e LI S A d et e cti o n s t o al ert g r o u n d- b a s e d e x p eri m e nt s a b o ut
p e n di n g m e r g er s h a s b e e n e x pl or e d b ef or e [ 5 9 3 ], w e h a v e i n v e sti g at e d f or t h e fir st ti m e t h e
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p ot e nti al of e x pl oiti n g t h e o p p o sit e r o ut e.
We h a v e i ntr o d u c e d i n t hi s L ett e r a m et h o d t o r e c o v er s u b-t hr e s h ol d st ell ar- m a s s B B H m er g er
e v e nt s f r o m t h e LI S A d at a str e a m u si n g i nf or m ati o n fr o m t h e s u b s e q u e nt gr o u n d- b a s e d
m e a s ur e m e nt s of t h e s e e v e nt s. O u r a n al y si s f or e c a st s a r e m ar k a bl e i n cr e a s e – b y a f a ct or
of 4 t o 8, d e p e n di n g o n t h e a s s u m pti o n s – i n t h e n u m b er of LI S A d et e cti o n s. W hil e o ur
e sti m at e w a s r e stri ct e d t o m ulti- b a n d s o u r c e s w h o s e m er g er i s d et e ct e d fr o m t h e Gr o u n d
d uri n g t h e LI S A lif eti m e, t h e s a m e al g orit h m c a n b e c o nti n u o u sl y a p pli e d f or e v e nt s t h at
m er g e aft er LI S A h a s fi ni s h e d it s mi s si o n, yi el di n g m or e d et e cti o n s.
T h e i n cr e a s e i n n u m b er of m ulti- b a n d G W d et e cti o n s c a n bri n g f ort h a pl et h o r a of r e w ar d s.
F o r e x a m pl e, i m pr o v e m e nt s i n p ar a m et er e sti m ati o n a n d m o d eli n g c o n str ai nt s will e n a bl e
n o v el t e st s of e xtr e m e gr a vit y t h e ori e s [ 6 0 9 , 6 1 0 , 6 1 1 , 6 1 2 , 6 1 3 ]. M o st n ot a bl y, di s c ri mi n ati o n
b et w e e n di ff er e nt B B H-f or m ati o n c h a n n el s u si n g e c c e ntri cit y [ 5 2 0, 6 1 4, 6 1 5, 6 1 6, 6 1 7, 6 1 8],
s pi n s [ 2 3 4 , 2 3 6 , 3 1 0 , 3 6 6 , 4 3 4 ], a n d ot h e r w a v ef or m f e at ur e s [6 1 9 , 6 2 0 , 6 2 1 ] will g r e atl y
b e n e fit fr o m t h e l ar g er l e v er ar m i n fr e q u e n c y g a r n er e d f r o m t h e s e m e a s ur e m e nt s.
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Bi n a r y r a di al v el o ci t y
m e a s u r e m e n t s wi t h s p a c e- b a s e d
g r a vi t a ti o n al- w a v e d e t e c t o r s
U nli k e tr a diti o n al el e ctr o m a g n eti c m e a s ur e m e nt s, g r a vit ati o n al- w a v e o b s e r v ati o n s ar e n ot
a ff e ct e d b y cr o w di n g a n d e xti n cti o n. F or t hi s r e a s o n, c o m p a ct o bj e ct bi n ari e s or biti n g ar o u n d
a m a s si v e bl a c k h ol e c a n b e u s e d a s pr o b e s of t h e i n n er e n vir o n m e nt of t h e bl a c k h ol e i n r e gi o n s
i n a c c e s si bl e t o tr a diti o n al a str o n o mi c al m e a s u r e m e nt s. T h e or bit of t h e bi n ar y’ s b ar y c e nt er
ar o u n d t h e m a s si v e bl a c k h ol e will c a u s e a D o p pl er s hift i n t h e gr a vit ati o n al w a v ef o r m w hi c h
i s i n p ri n ci pl e m e a s ur a bl e b y f ut ur e s p a c e- b a s e d gr a vit ati o n al- w a v e i nt erf er o m et er s, s u c h
a s t h e L a s er I nt erf er o m et er S p a c e A nt e n n a ( LI S A). We i n v e sti g at e t h e c o n diti o n s u n d er
w hi c h t h e s e D o p pl er s hift s ar e o b s e r v a bl e b y LI S A. O ur r e s ult s i m pl y t h at D o p pl e r s hift
o b s er v ati o n s c a n b e u s e d t o st u d y t h e c e ntr al r e gi o n of gl o b ul ar cl u st er s i n t h e Mil k y W a y,
a s w ell t h e c e ntr al e n vir o n m e nt of e xtr a g al a cti c m a s si v e bl a c k h ol e s.
1 1. 1 I n t r o d u c ti o n
T h e dir e ct d et e cti o n of gr a vit ati o n al w a v e s ( G W s) b y t h e LI G O / Vir g o c oll a b or ati o n i s t h e
b e gi n ni n g of a n e w er a i n bl a c k h ol e ( B H) a str o n o m y [ 1 8 1 , 2 3 2 ] a n d t e st s of str o n g fi el d
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gr a vit y [ 2 7 ]. All G W o b s er v ati o n s s o f ar c o n str ai n e d t h e pr o p erti e s of B H s ( or n e utr o n st ar s)
i n bi n ar y s y st e m s. T hi s i s i n st ar k c o ntr a st wit h “tr a diti o n al ” a str o n o mi c al B H o b s er v ati o n s,
w hi c h r el y o n t h e i nt er a cti o n of i s ol at e d B H s wit h t h e s urr o u n di n g e n vir o n m e nt, s u c h a s
n e ar b y st ar s [ 6 2 2 , 6 2 3 , 6 2 4 ] a n d a c cr eti n g m att er [4 2 4 , 6 2 5 , 6 2 6 , 6 2 7 ]. B y t h eir v er y n at ur e,
t h e s e el e ctr o m a g n eti c o b s er v ati o n s ar e s u bj e ct t o m o d elli n g a n d s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s,
w e a k e ni n g t h e s u p p orti n g o b s er v ati o n al e vi d e n c e f or B H s a n d o ur a bilit y t o m e a s ur e t h eir
p a r a m et e r s. F or e x a m pl e, t h e v e r y e xi st e n c e of i nt er m e di at e- m a s s B H s (I M B H s) i s still
u n d er d e b at e [ 6 2 8, 6 2 9].
R e c e nt w or k c o n si d er e d v ari o u s a str o p h y si c al pr o c e s s e s, ot h e r t h a n c o s m ol o gi c al r e d s hift [ 6 3 0 ],
w hi c h m a y i ntr o d u c e m e a s ur a bl e D o p pl er s hift s i n gr a vit ati o n al w a v ef or m s [ 6 1 9 , 6 3 1 , 6 3 2 ,
6 3 3 , 6 3 4 ], a n d t h e a str o p h y si c al pr o p erti e s t h at c o ul d b e i nf err e d fr o m s u c h m e a s ur e m e nt s.
D o p pl e r s hift m e a s ur e m e nt s i n g r a vit ati o n al w a v ef or m s e xt e n d t h e cl a s s of a str o p h y si c al
s y st e m s t h at c a n b e st u di e d wit h G W d et e ct or s b e y o n d t h e str o n g- fi el d m er g er a n d c oll a p s e
of c o m p a ct o bj e ct s.
U nli k e el e ctr o m a g n eti c m e a s ur e m e nt s, G W m e a s ur e m e nt s d o n ot h a v e m ulti pl e e mi s si o n
li n e s t h at c a n b e u s e d t o i n d e p e n d e ntl y i d e ntif y t h e D o p pl er s hift: a n e v e nt m o vi n g at
c o n st a nt li n e- of- si g ht v el o cit y i s d e g e n er at e wit h a h e a vi e r s y st e m wit h o ut pr o p er m oti o n [ s e e
e. g. 6 0 2 ]. F or t h e pr o p er m oti o n t o b e d et e ct a bl e, w e n e e d t o o b s er v e v a ri ati o n s i n t h e li n e- of
si g ht v el o cit y.
O n e of t h e m o st c o m m o n a str o p h y si c al s y st e m s t h at c a n pr o d u c e p ot e nti all y d et e ct a bl e
D o p pl er s hift s a r e hi er ar c hi c al tri pl e s. I n t h e hi er ar c hi c al tri pl e s c e n ari o, t h e or bit al p eri o d
of t h e bi n ar y ar o u n d t h e t hir d b o d y s h o ul d n ot b e t o o l ar g e c o m p a r e d t o t h e t h e o b s er v ati o n
p e ri o d: if it i s, t h e o b s er v e d v el o cit y of t h e bi n ar y will b e a p pr o xi m at el y c o n st a nt d uri n g t h e
o b s e r v ati o n, h e n c e i n di sti n g ui s h a bl e fr o m a s y st e m of di ff e r e nt m a s s wit h o ut pr o p er m oti o n.
T hi s al s o m e a n s t h at l o n g er o b s er v ati o n p eri o d s h el p u s r e s ol v e l ar g e r v el o cit y v ari ati o n
ti m e s c al e s. I n c o ntr a st wit h E art h- b a s e d i nt erf er o m et er s, w hi c h t y pi c all y o b s er v e bi n ar y
i n s pir al s a n d m er g er s l a sti n g f or s e c o n d s o r mi n ut e s, t h e L a s er I nt erf er o m et er S p a c e A nt e n n a
( LI S A) [ 5 0 ] will m e a s ur e i n s pi r al e v e nt s l a sti n g a s l o n g a s a f e w y e ar s, a n d it i s t h er ef or e
m or e s e n siti v e t o D o p pl er s hift s i n t h e gr a vit ati o n al w a v ef or m.
Wit h a f e w e x c e pti o n s [ 6 3 4 ], m o st r e c e nt st u di e s c o n si d er e d LI S A s o ur c e s w h er e t h e t hir d
b o d y h a s m a s s c o m p ar a bl e t o t h e G W- e mitti n g bi n ar y [ 6 3 3 , 6 3 5 , 6 3 6 ] o r m u c h s m all er
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z ( Li n e of si g ht)
Li n e of n o d es
I n n e r O r bit
O ut e r O r bit
Fi g ur e 1 1. 1: Ill u str ati o n of t h e g e o m etr y of t h e s y st e m.
t h a n t h e G W- e mitti n g bi n ar y [ 6 3 7 , 6 3 8 , 6 3 9 ]. I n t hi s w or k w e f o c u s o n t h e c o m pl e m e nt ar y
s c e n a ri o w h er e t h e t hir d b o d y i s a B H of m a s s m u c h l a r g e r t h a n t h e G W- e mitti n g bi n a r y,
a n d w e a s k: h o w cl o s e t o t h e B H s h o ul d t h e G W- e mitti n g bi n ar y b e i n or d er t o yi el d
m e a ni n gf ul c o n str ai nt s o n t h e pr o p erti e s of t h e t hir d b o d y ? We s h o w t h at o b s er v ati o n all y
i nt e r e sti n g s c e n ari o s i n cl u d e (i) w hit e d w arf bi n ari e s ( W D W D s) or biti n g ar o u n d I M B H s,
(ii) st ell ar- ori gi n B H bi n ari e s ( S O B H s) si mil ar t o t h o s e d et e ct e d b y LI G O / Vir g o or biti n g
ar o u n d a n e ar b y s u p er m a s si v e B H ( S M B H) s u c h a s t h e o n e at o ur o w n g al a cti c c e nt e r, a n d
(iii) I M B H bi n ari e s or biti n g ar o u n d e xtr a g al a cti c S M B H s.
T h e st r u ct u r e of t h e p a p e r i s a s f oll o w s. I n s e cti o n 1 1. 2 w e d e s cri b e o ur m o d el f o r t h e
gr a vit ati o n al w a v ef or m, a n d w e r e vi e w t h e Fi s h er m atri x t e c h ni q u e u s e d i n o u r p ar a m et e r
e sti m ati o n c al c ul ati o n s. I n s e cti o n 1 1. 3 w e pr e s e nt o ur m ai n r e s ult s. I n s e cti o n 1 1. 4 w e
di s c u s s t h e li mit ati o n s of o ur w or k, t h eir s ci e nti fi c i m pli c ati o n s, a n d dir e cti o n s f or f ut ur e
w or k.
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1 1. 2 D o p pl e r- s hif t e d w a v ef o r m m o d el a n d p a r a m e t e r e s ti m a-
ti o n
T h e g e o m etr y of t h e tri pl e s y st e m w e c o n si d er i s s k et c h e d i n Fi g. 1 1. 1. T h e z a xi s i s ori e nt e d
al o n g t h e li n e of si g ht. T h e G W- e mitti n g bi n a r y c o m p o n e nt s, wit h m a s s e s m 1 a n d m 2 , ar e
o n a cir c ul ar “i n n er ” or bit; m 0 i s t h e m a s s of t h e t hir d b o d y ( a m a s si v e B H); I i s t h e a n gl e
b et w e e n t h e li n e of si g ht a n d t h e or bit al a n g ul ar m o m e nt u m of t h e G W- e mitti n g bi n ar y,
w h o s e b ar y c e nt er i s a s s u m e d t o b e o n a cir c ul ar “ o ut er ” or bit a b o ut t h e t hir d b o d y; R i s
t h e r a di u s of t hi s cir c ul ar or bit. L et M t o t = m 0 + m 1 + m 2 b e t h e t ot al m a s s of t h e tri pl e.
We a s s u m e t h at t h e s e p ar ati o n b et w e e n t h e c o m p o n e nt s of t h e i n n er bi n ar y i s m u c h s m all er
t h a n R , i. e. t h at t h e p eri o d of t h e i n n er or bit i s m u c h s h ort e r t h a n t h e p eri o d
P 0 = 2 π
˜︁
R 3
M t o t
( 1 1. 1)
of t h e o ut e r or bit. U n d er t hi s a s s u m pti o n, w e c a n m o d el t h e d y n a mi c s of t h e i n n er a n d
o ut er or bit s s e p ar at el y. T h e li n e- of- si g ht v el o cit y v (t) f or a di st a nt o b s er v er l o c at e d o n t h e z
a xi s i s






, ( 1 1. 2)
w h er e
v || =
m 0
M t o t
2 π R si n I
P 0
( 1 1. 3)
i s t h e m a g nit u d e of t h e li n e- of- si g ht v el o cit y. T h e i niti al o b s er v e d p h a s e of t h e o ut er or bit
Φ 0 i s e q u al t o z e r o w h e n t h e G W- e mitti n g bi n ar y i s tr a v eli n g al o n g t h e li n e of si g ht. H er e
a n d b el o w w e u s e g e o m etri c al u nit s ( G = c = 1).
L et u s n o w c o n si d er t h e e ff e ct of t h e D o p pl e r m o d ul ati o n o n t h e gr a vit ati o n al w a v ef or m.
We m o d el t h e n o n s pi n ni n g, q u a si cir c ul ar bi n ar y w a v ef or m b y e x p a n di n g t h e p h a si n g u p t o
s e c o n d p o st- N e wt o ni a n ( 2 P N) or d er, i n cl u di n g m o d ul ati o n s d u e t o LI S A’ s or bit al m oti o n
a n d e ff e ct s d u e t o t h e s o ur c e l o c ati o n i n t h e s k y [ 5 1 1 ]. I n t h e ti m e d o m ai n, t h e w a v ef or m i s
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gi v e n b y
h (t) =
2 M 5 / 3
D L




Ã ( t) c o s Ψ 0 (t) , ( 1 1. 4)
w h er e
Ψ 0 (t) = 2 π
˜︁ t
0
f (t′)dt ′ + φ p (t) + φ D (t) , ( 1 1. 5)
f (t) i s t h e G W fr e q u e n c y at ti m e t i n t h e o b s er v er fr a m e, a n d D L i s t h e l u mi n o sit y di st a n c e
of t h e s o ur c e. H er e M = m 1 + m 2 i s t h e o b s er v e d t ot al m a s s, η = m 1 m 2 / M
2 t h e s y m m et ri c
m a s s r ati o, a n d M = η 3 / 5 M t h e c hir p m a s s of t h e i n n er bi n ar y. T h e f a ct or
√
3
2 a c c o u nt s f or
t h e f a ct t h at t h e t w o i n d e p e n d e nt LI S A i nt e rf er o m et er “ ar m s ” ar e at a n gl e s of 6 0 ◦ . T h e
t er m s Ã ( t), φ p (t), φ D (t) a r e a m plit u d e, p ol ari z ati o n a n d D o p pl er- p h a s e m o d ul ati o n s t h at
a ri s e f r o m t h e or bit al m oti o n of LI S A, r e s p e cti v el y. T h e y c a n b e e x pr e s s e d a s f u n cti o n s
of t h e bi n ar y’ s or bit al fr e q u e n c y f , s k y l o c ati o n (θ̄ S , ϕ¯ S ) a n d or bit al a n g ul ar m o m e nt u m
dir e cti o n ( θ̄ L , ϕ¯ L ), w h er e o v er b ar s d e n ot e q u a ntiti e s i n t h e S ol ar S y st e m b ar y c e nt er fr a m e.
D et ail e d e x pr e s si o n s c a n b e f o u n d i n [ 6 4 0].
T h e p o s si bilit y t o d et e ct c o s m ol o gi c al e ff e ct s i n gr a vit ati o n al w a v ef or m s w a s di s c u s s e d
i n gr e at d et ail b y [6 3 0 ], w hil e t h e d et e ct a bilit y of a str o p h y si c al D o p pl er s hift s i n d u c e d
b y pl a n et a r y s y st e m s ar o u n d W D W D bi n ari e s w a s st u di e d b y [ 6 3 7 ]. T h e li n e- of- si g ht
v el o cit y c h a n g e s t h e o b s er v er-fr a m e fr e q u e n c y of t h e s o ur c e t hr o u g h a D o p pl er s hift f O =
f S ( 1 + v ). T hi s r e s ult s i nt o a n a d diti o n al p h a si n g t e r m i n t h e w a v ef o r m: Ψ 0 (t) → Ψ 0 (t) +
ϕ p m (t) [ 6 1 9 , 6 3 4 , 6 3 5 , 6 3 6 , 6 3 7 ], w h e r e t h e pr o p er- m oti o n m o d ul ati o n ϕ p m (t) i s r el at e d t o
t h e v el o cit y pr o fil e v (t) of E q. ( 1 1. 2) b y
ϕ p m (t) = 2π
˜︁ t
0
v (t′)f (t′)dt ′ . ( 1 1. 6)
If w e o mit t h e e ff e ct of pr o p er m oti o n i n t h e a n al y si s of LI S A d at a t hi s p h a s e s hift will
a p p e ar a s a r e si d u al, w hi c h c o nt ai n s i nf or m ati o n o n t h e pr o p erti e s of t h e o ut er or bit.
O u r w a v ef o r m m o d el d e p e n d s o n 1 2 p ar a m et er s, w hi c h w e will d e n ot e c oll e cti v el y a s
θ = { θ i } . Ni n e of t h e s e p ar a m et er s – i. e. { D L , M , η, tc , ϕc , θ̄S , θ̄L , ϕ¯ S , ϕ
¯
L } , w h e r e tc a n d ϕ c
ar e t h e c o al e s c e n c e ti m e a n d p h a s e [ 2 7 0 ], r e s p e cti v el y – c h ar a ct e ri z e t h e i n n er bi n ar y; t h e
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Fi g ur e 1 1. 2: C o nt o ur pl ot s of t h e l o g arit h mi c r el ati v e err or i n t h e or bit al p eri o d P 0 (t o p r o w)
a n d m a g nit u d e of t h e li n e- of- si g ht v el o cit y v || ( b ott o m r o w) i n t h e ( P 0 , v||) pl a n e. T h e t hr e e
c ol u m n s c o rr e s p o n d t o o u r t hr e e c h o s e n p h y si c al s y st e m s at fi x e d S N R ρ = 1 0: W D W D at
1 0 − 3 H z (l eft), S O B H ( mi d dl e) a n d I M B H (ri g ht). I n t h e r e gi o n s a b o v e t h e s oli d, d a s h- d ott e d
a n d d a s h e d li n e s t h e t hir d b o d y m u st h a v e m a s s l a r g er t h a n 1 0 6 M ⊙ , 1 0
3 M ⊙ a n d 1 0
2 M ⊙ ,
r e s p e cti v el y, t o pr o d u c e t h e o b s er v e d D o p pl e r s hift. T h e v erti c al w hit e li n e c orr e s p o n d s t o
t h e n o mi n al LI S A mi s si o n lif eti m e T o b s = 4 yr.
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r e m ai ni n g t hr e e p ar a m et er s { v ||, P0 , Φ 0 } c h a r a ct eri z e t h e o ut e r or bit. S a m pli n g t h e e ntir e
1 2- di m e n si o n al p ar a m et er s p a c e i s c o m p ut ati o n all y e x p e n si v e. T o e sti m at e w h et h er t h e
o ut er or bit p ar a m et er s r e s p o n si bl e f or t h e D o p pl er m o d ul ati o n ar e m e a s u r a bl e w e u s e a
Fi s h er m atri x a n al y si s [ 5 1 1 ]. F o r a s o u r c e wit h si g n al-t o- n oi s e r ati o ( S N R) ρ , d e fi n e d i n
t er m s of t h e LI S A o n e- si d e d s p e ct r al d e n sit y S n (f ) a s
ρ 2 = 2
˜︁
α = I, I I





S n (f (t))
, ( 1 1. 7)
i n t h e l a r g e- S N R a p pr o xi m ati o n t h e u n c ert ai nti e s i n t h e s o ur c e p ar a m et er s ar e i n v er s el y
pr o p orti o n al t o ρ : ∆θ i ∝ 1 / ρ . T h e s e u n c e rt ai nti e s ar e gi v e n b y t h e di a g o n al t er m s of t h e
c o v ari a n c e m atri x Σ: ∆ θ i =
√
Σ ii w h er e Σ = Γ
− 1 i s t h e i n v er s e of t h e Fi s h er i nf o r m ati o n
m atri x, wit h el e m e nt s
Γ i j ≡ 2
∫︂
α = I, I I
˜︁ T o b s
0
dt
∂ h α (t)
∂ θ i
∂ h α (t)
∂ θ j
1
S n (f (t))
. ( 1 1. 8)
H er e T o b s i s t h e o b s er v ati o n ti m e, a n d α l a b el s t h e t w o i n d e p e n d e nt LI S A d at a c h a n n el s.
1 1. 3 R e s ul t s
S a m pli n g o v er t h e 1 2- di m e n si o n al p ar a m et er s p a c e i s c o m p ut ati o n all y e x p e n si v e, s o w e
c o n si d er t hr e e s p e ci fi c e x a m pl e s t o d et er mi n e t y pi c al c o n diti o n s u n d er w hi c h D o p pl er
m o d ul ati o n s m a y b e d et e ct a bl e b y LI S A:
1. a 0 .6 – 0 .6 M ⊙ W D W D bi n a r y wit h a s o ur c e-f r a m e G W fr e q u e n c y 1 0
− 3 H z;
2. a G W 1 5 0 9 1 4-li k e 3 6 – 2 9 M ⊙ S O B H bi n ar y i n s pir al st arti n g 5 y r b ef or e m er g er;
3. a 1 0 3 – 1 0 3 M ⊙ I M B H bi n ar y i n s pir al st arti n g 5 yr b ef or e m er g er.
All m a s s e s li st e d a b o v e a r e i n t h e s o u r c e fr a m e. We c o n si d er a n o b s er v ati o n ti m e T o b s = 4 yr,
c orr e s p o n di n g t o t h e n o mi n al LI S A mi s si o n lif eti m e [ 5 1 ]. We pl a c e t h e s o ur c e s at a l u mi n o sit y
di st a n c e s u c h t h at t h e t w o- d et e ct o r LI S A S N R i s eit h er ρ = 1 0 or ρ = 1 0 0. F or c o n v e ni e n c e,
t h e s e l u mi n o sit y di st a n c e s ar e li st e d i n T a bl e 1 1. 1. F or si m pli cit y w e s et tc = ϕ c = 0 a n d w e
c h o o s e t h e ori e nt ati o n p ar a m et er s t o b e { θ̄ S , θ̄L , ϕ¯ S , ϕ
¯
L } = { a r c c o s ( 0 .3) , ar c c o s ( − 0 .2) , 5 , 4 }
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T a bl e 1 1. 1: L u mi n o sit y di st a n c e f or t h e t hr e e s o ur c e cl a s s e s c o n si d er e d i n t hi s p a p er.
ρ W D W D S O B H I M B H
1 0 1. 4 0 k p c 1 7 8 M p c 5 7 2 0 M p c
1 0 0 0. 1 4 0 k p c 1 6. 9 M p c 6 7 9 M p c
f o r all t h r e e s o ur c e s. We h a v e v eri fi e d t h at o ur c h oi c e of ori e nt ati o n p ar a m et er s d o e s n ot
si g ni fi c a ntl y a ff e ct o ur c o n cl u si o n s (it m ai nl y a ff e ct s t h e m e a s u r e m e nt a c c ur a c y b y a r e s c ali n g
of t h e S N R).
We s a m pl e o v er t h e o ut e r bi n a r y p ar a m et er s v || a n d P 0 wit hi n t h e r a n g e v ||/ c ∈ [ 1 0
− 5 , 1 0 − 1 ]
a n d P 0 ∈ [ 1 0
− 2 , 5 0 0] yr . If P 0 < T o b s t h e c h oi c e of t h e o ut er i niti al or bit al p h a s e Φ 0 d o e s
n ot si g ni fi c a ntl y a ff e ct t h e m e a s ur e m e nt, si n c e w e c a n m e a s u r e a w h ol e m o d ul ati o n c y cl e
fr o m t h e o ut er or bit, a n d t h e r ef or e w e s et Φ0 = 0. If i n st e a d P 0 > T o b s t h e c h oi c e of Φ 0
c a n a ff e ct t h e u n c e rt ai nti e s a n d c orr el ati o n s b et w e e n p ar a m et e r s. We p o st p o n e a m or e
d et ail e d i n v e sti g ati o n of t hi s r e gi m e t o f ut ur e w or k. F or c o m p ut ati o n al e ffi ci e n c y w e c o m p ut e
p a r a m et e r e sti m ati o n u n c ert ai nti e s f oll o wi n g t h e fr e q u e n c y- d o m ai n m et h o d of [ 6 4 1 ] f o r
i n s pir alli n g bi n ari e s ( S O B H a n d I M B H), w hil e w e u s e t h e ti m e- d o m ai n pr o c e d ur e d e s cri b e d
i n S e c. 1 1. 2 f or W D W D bi n ari e s, w h er e t h e i n s pir al i s n e gli gi bl e.
Fi g ur e 1 1. 2 s h o w s u n c ert ai nti e s i n v || a n d P 0 a s a f u n cti o n of t h e si m ul at e d v || a n d P 0 . O n
t h e l eft of e a c h of t h e p a n el s, P 0 < T o b s , a n d t h e c orr el ati o n b et w e e n t h e p ar a m et er s of
i nt er e st i s s m all. I n t hi s c a s e f ( t) i s a p p r o xi m at el y c o n st a nt, s o w e c a n p ull it o ut of t h e
i nt e gr al i n E q. ( 1 1. 6) t o fi n d









. ( 1 1. 9)
T h e n, i g n o ri n g c orr el ati o n s b et w e e n p ar a m et er s, t h e fr a cti o n al u n c ert ai nt y o n v || a n d P 0










ρ v ||P 0











. ( 1 1. 1 0 b)
T hi s i s c o n si st e nt wit h t h e b e h a vi or o b s er v e d i n Fi g ur e 1 1. 2. T h e s pi k e i n t h e u n c ert ai nt y
o n v || o c c ur s w h e n P 0 ∼ 1 yr: i n t hi s c a s e t h e D o p pl er m o d ul ati o n d u e t o t h e m oti o n of t h e
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s o ur c e i s h ar d t o m e a s u r e b e c a u s e it i s d e g e n er at e wit h t h e D o p pl er p h a s e fr o m t h e m oti o n
of t h e LI S A d et e ct or [ cf. 6 3 8].
J u st a s i n el e ctr o m a g n eti c m e a s ur e m e nt s b a s e d o n t h e r a di al v el o cit y m et h o d, t h e o b s er v e d
v el o cit y pr o fil e i s c o m pl et el y d e g e n er at e wit h i n cli n ati o n. E q. ( 1 1. 3) c a n b e r e writt e n a s
m 0 R si n I
M t o t
=
P 0 v ||
2 π
. ( 1 1. 1 1)
T h e r ef o r e R a n d si n I ( o r m 0 a n d si n I ) c a n n ot b e m e a s u r e d i n d e p e n d e ntl y fr o m D o p pl er
s hift m e a s ur e m e nt s of v || a n d P 0 . F or a n y gi v e n m e a s u r e m e nt of (v ||, P0 ) w e c a n still pl a c e
a l o w e r b o u n d o n m 0 ( a n d a c orr e s p o n di n g u p p er b o u n d o n R ) b y s etti n g si n I = 1. T h e
bl u e li n e s i n Fi g ur e 1 1. 2 m a p t h e m e a s ur e d v al u e s of v || a n d P 0 t o t h e mi ni m u m m a s s of
t h e t hir d b o d y m mi n0 n e c e s s ar y t o pr o d u c e t h e o b s er v e d D o p pl er s hift u si n g E q. ( 1 1. 3) . F or
e x a m pl e, if w e m e a s ur e a si g n al c o n si st e nt wit h v || = 1 0
− 2 c a n d P 0 = 2 y e a r s , t h e t hir d b o d y
m u st h a v e m a s s m 0 > m
mi n
0 ∼ 1 0
3 M ⊙ .
W hil e i n Fi g ur e 1 1. 2 w e c h ar a ct eri z e d o ur a bilit y t o o b s er v e t h e bi n ar y’ s pr o p er m oti o n i n
t er m s of t h e o b s er v a bl e s v || a n d P 0 , f r o m a n a st r o p h y si c al st a n d p oi nt it i s m or e u s ef ul t o u s e
t h e m a s s of t h e t hir d b o d y m 0 a n d t h e o ut e r or bit al r a di u s R . We c a n tr a n sl at e t h e r e s ult s
o n t h e o b s er v a bilit y of t h e D o p pl er s hift i n t h e ( v ||, P0 ) pl a n e ( Fi g ur e 1 1. 2) t o crit e ri a f or t h e
o b s e r v a bilit y of t h e D o p pl er s hift i n t h e ( m 0 , R si n I ) pl a n e, a s s h o w n i n Fi g ur e 1 1. 3. T h e
s h a d e d r e gi o n s i n t hi s pl ot ar e n ot s a m pl e d i n o ur p ar a m et er e sti m ati o n s ur v e y f or o n e of t h e
f oll o wi n g r e a s o n s: t h e p eri o d P 0 i s t o o l o n g (P 0 > 5 0 0 y r, u p p er-l eft s h a d e d tri a n gl e), t o o
s h ort ( P 0 < 0 .0 1 y r, b ott o m-ri g ht), or t h e m a g nit u d e of t h e li n e- of- si g ht v el o cit y v || > 0 .1,
s o t h at t h e n o n r el ati vi sti c a p pr o xi m ati o n b e c o m e s u nr eli a bl e.
T h e s oli d a n d d a s h e d li n e s s h o w h o w cl o s e t h e i n n er bi n ar y c a n b e t o a t hir d b o d y of m a s s
m 0 f or t h e pr o p er m oti o n D o p pl er si g n at ur e t o b e o b s er v a bl e: b el o w t h o s e li n e s, fr a cti o n al
u n c e rt ai nti e s i n b ot h v || a n d P 0 ar e s m all er t h a n 1 0 % f or bi n ar y si g n al s wit h S N R ρ = 1 0
( s oli d li n e s) or ρ = 1 0 0 ( d a s h e d li n e s). T h e “ b u m p s ” i n e a c h of t h e s oli d a n d d a s h e d li n e s
c o r r e s p o n d t o t h e sli g ht pl at e a u i n t h e u n c ert ai nt y o n P 0 i n t h e hi g h-P 0 r e gi m e ( cf. t h e
u p p er r o w of Fi g ur e 1 1. 2). F or a str o p h y si c al p ur p o s e s, it i s m or e u s ef ul t o tr a n sl at e t h e s e
S N R v al u e s i nt o t h e h ori z o n di st a n c e s li st e d i n T a bl e 1 1. 1 a n d t o k e e p i n mi n d t h at t h e
s o ur c e S N R i s i n v er s el y pr o p orti o n al t o t h e l u mi n o sit y di st a n c e ( at l e a st f or bi n ari e s i n t h e
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O bs e r v a bl e
Fi g ur e 1 1. 3: R e gi o n i n t h e ( m 0 , R si n I ) pl a n e w h er e t h e D o p pl er s hift i s o b s er v a bl e: b el o w
e a c h of t h e r e p r e s e nt ati v e li n e s i n t hi s pl ot b ot h P 0 a n d v || ar e m e a s u r e d t o b ett er t h a n 1 0 %
u n c e rt ai nt y. T h e bl u e, gr e e n a n d r e d li n e s c orr e s p o n d t o W D W D, S O B H a n d I M B H i n n er
bi n a ri e s, r e s p e cti v el y. T h e s oli d li n e s r ef er t o bi n a ri e s t h at ar e b ar el y d et e ct a bl e ( ρ = 1 0);
t h e c orr e s p o n di n g l u mi n o sit y di st a n c e s ar e gi v e n i n T a bl e 1 1. 1 a n d i n t h e l e g e n d. T h e d a s h e d
li n e s r ef e r t o l o u d d et e cti o n s wit h ρ = 1 0 0. T h e s h a d e d r e gi o n s w er e n ot s a m pl e d i n o ur
p ar a m et er e sti m ati o n c al c ul ati o n s ( s e e t h e t e xt).
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l o c al u ni v er s e, s u c h a s W D W D s, w h er e c o s m ol o gi c al e ff e ct s ar e n e gli gi bl e). R e c all al s o t h at
f o r s o u r c e s at di st a n c e s w h e r e c o s m ol o gi c al e ff e ct s ar e n o n- n e gli gi bl e ( S O B H s a n d I M B H s)
t h e o b s er v e d c hir p m a s s of t h e s o ur c e i s r e d s hift e d t o ( 1 + z )M [ 6 0 2, 6 3 0].
W hil e w e c o n si d er e d a wi d e r a n g e of p o s si bl e v al u e s f or m 0 a n d R si n I , it i s cl e ar fr o m
T a bl e 1 1. 1 t h at t h e t hr e e s o ur c e cl a s s e s ar e of i nt er e st i n di ff er e nt a str o p h y si c al s c e n ari o s.
W D W D s y st e m s c a n b e d et e ct e d b y LI S A wit hi n a f e w k p c, a n d t h ei r D o p pl er m o d ul ati o n
c o ul d b e u s e d t o i d e ntif y I M B H s i n n e ar b y st ell ar cl u st er s. S O B H s c a n b e d et e ct e d wit hi n
∼ 2 0 0 M p c, a n d t h eir D o p pl er m o d ul ati o n c o ul d b e u s e d t o pr o b e t h e c e nt er of n e ar b y
g al a xi e s at z ≲ 0 .0 5. I M B H s c a n b e d et e ct e d o ut t o ∼ 6 G p c, s o D o p pl er m o d ul ati o n s c o ul d
b e u s e d t o st u d y g al a x y f or m ati o n o ut t o r e d s hift s z ∼ 1. N ot e t h at t h e h o ri z o n di st a n c e
of t h e s o ur c e h a s a str o n g d e p e n d e n c e o n t h e i n n e r bi n ar y m a s s a n d s k y l o c ati o n ( w hi c h
w e r e fi x e d i n o ur st u d y f or c o m p ut ati o n al r e a s o n s), t h er ef o r e t h e n u m b er s q u ot e d a b o v e
s h o ul d b e c o n si d er e d a s ill u str ati v e f or e a c h a str o p h y si c al s c e n ari o, r at h er t h a n a s ri g or o u s
d et e cti o n li mit s.
1 1. 4 Di s c u s si o n
T hi s st u d y i s a pr o of- of- pri n ci pl e i n v e sti g ati o n of t h e c o n diti o n s u n d er w hi c h D o p pl er s hift s
i n g r a vit ati o n al w a v ef or m s c o ul d b e m e a s ur a bl e b y LI S A.
O u r a n al y si s di ff er s i n s e v er al w a y s fr o m r e c e nt w or k b y [ 6 1 9 ] a n d [6 3 5 ]. [6 1 9 ] c a r r y o ut
a Fi s h er m atri x a n al y si s u si n g a si x- p ar a m et er m o d el, i n cl u di n g c hir p m a s s, s y m m etri c
m a s s r ati o, di st a n c e, ti m e a n d p h a s e of c o al e s c e n c e a n d a n a c c el er ati o n p ar a m et e r Y . T h e y
d o n ot a c c o u nt f or LI S A’ s or bit al m oti o n a n d t h e s o ur c e o ri e nt ati o n, w hil e w e d o. T hi s
i s cr u ci al: t h e m e a s ur a bilit y of D o p pl e r e ff e ct s d e p e n d s o n t h e r el ati v e m a g nit u d e of t h e
or bit al p eri o d of t h e s o ur c e wit h r e s p e ct t o LI S A’ s or bit al p eri o d. T h er e ar e f e at ur e s ( m o st
n ot a bl y t h e s pi k e i n u n c ert ai nti e s w h e n t h e p eri o d of t h e o ut er or bit i s cl o s e t o 1 y r) t h at
c a n o nl y b e a c c o u nt e d f or w h e n LI S A’ s m oti o n i s c o n si d er e d. B e si d e s, i g n ori n g d e g e n er a ci e s
( e. g. b et w e e n t h e i n cli n ati o n of t h e s o ur c e a n d t h e c hir p m a s s) c a n l e a d t o o v erl y o pti mi sti c
p a r a m et e r e sti m ati o n. A n ot h er i m p ort a nt di ff er e n c e i s t h at t h e a c c el er ati o n p ar a m et er Y
u s e d i n [ 6 1 9 ] i s a li n e ar a p pr o xi m ati o n of t h e p h a s e s hift w e c o n si d er e d h e r e, s o t h ei r p h a s e
s hift i s li n e ar i n ti m e: s e e e. g. t h eir E q. ( 7). T hi s c orr e s p o n d s t o a s p e ci al c a s e of o ur
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a n al y si s: t h e l o n g- p eri o d r e gi m e. I n t hi s r e gi m e t h e c orr el ati o n b et w e e n t h e v el o cit y of t h e
s o ur c e a n d t h e p e ri o d of t h e o ut er o r bit i s i m p ort a nt, b ut it w a s i g n o r e d i n [ 6 1 9 ] . B e si d e s,
a m e a s ur e m e nt of t h eir p ar a m et e r Y c a n n ot b e tr a n sl at e d i nt o a m e a s u r e m e nt of t h e t hir d
b o d y’ s m a s s a n d of t h e or bit al r a di u s of t h e bi n ar y R a r o u n d t h e t hi r d b o d y: at l e a st o n e
m or e v ari a bl e i s n e e d e d t o g et a l o w er b o u n d o n t h e m a s s of t h e t hir d b o d y.
[6 3 5 ] a n d [6 1 9 ] c o n si d er m o stl y S O B H s a s gr a vit ati o n al- w a v e s o ur c e s, w hil e w e al s o c o n si d e r e d
W D W D bi n a ri e s a n d I M B H bi n ari e s. A s w e s h o w i n o ur w or k, t h e d et e ct a bilit y of D o p pl er
e ff e ct s d e p e n d s dr a m ati c all y o n t h e c h oi c e of s o ur c e. B e si d e s, b ot h [ 6 1 9 ] a n d [6 3 5 ] f o c u s
o n t h e a c c el er ati o n e ff e ct. T h e v al u e s of t h e ϵ p a r a m et er i ntr o d u c e d i n E q. ( 5 1) of [ 6 3 5 ]
c orr e s p o n d t o or bit al p eri o d s ≳ 1 0 4 yr, w ell b e y o n d t h e r a n g e c o n si d er e d i n o ur st u d y.
I n t hi s e x pl or at o r y st u d y w e h a v e m a d e si m plif yi n g a s s u m pti o n s t h at w e di s c u s s b el o w, a n d
t h at s h o ul d b e r el a x e d i n m or e r e ali sti c s c e n ari o s.
T h e a s s u m pti o n of a cir c ul ar o ut er or bit c a n b e c o n si d er e d c o n s er v ati v e, b e c a u s e e c c e nt ri cit y
i n t h e o ut e r or bit m a k e s D o p pl er s hift s e a si er t o o b s er v e [6 3 6 ]. I n g e n e r al, t h er e will b e a
tr a d e- o ff b et w e e n t h e d et e ct a bilit y g ai n d u e t o l ar g e v ari ati o n s i n v || n e ar p eri c e nt er a n d t h e
f a ct t h at ( b e c a u s e of K e pl er’ s s e c o n d l a w) it i s st ati sti c all y m or e li k el y t o fi n d a str o p h y si c al
s y st e m s n e a r a p o c e nt er. T h e di stri b uti o n of t h e o ut er a n d i n n er or bit al e c c e ntri citi e s pl a y s
a n i m p o rt a nt r ol e w h e n c o m p uti n g r at e s of LI S A e v e nt s wit h o b s er v a bl e D o p pl er s hift s
[5 2 0 , 6 1 5 , 6 1 6 , 6 1 8 , 6 3 4 , 6 4 2 , 6 4 3 , 6 4 4 , 6 4 5 ], a n d w e pl a n t o a d dr e s s t hi s i s s u e i n f ut ur e w or k.
We m o d ell e d t h e o ut er or bit u si n g N e wt o ni a n d y n a mi c s. T hi s s h o ul d b e s u ffi ci e nt f o r m o st
a st r o p h y si c al s y st e m s of i nt er e st: t h e d o mi n a nt c orr e cti o n s t o t h e e q u ati o n s of m oti o n
e nt er at or d e r ( v / c ) 2 , a n d t h er ef or e t h e y s h o ul d b e m o stl y n e gli gi bl e e v e n f or v || ∼ 0 .1 c .
F urt h er m or e, t h e d o mi n a nt p o st- N e wt o ni a n c orr e cti o n i n cr e a s e s t h e or bit al p eri o d [ s e e e. g.
6 4 6 ], h e n c e it i m pr o v e s t h e o b s er v a bilit y b o u n d s s h o w n i n Fi g ur e 1 1. 3 f or gi v e n or bit al
p ar a m et er s. I n t hi s s e n s e, o n c e a g ai n, o ur pr e di cti o n s ar e c o n s er v ati v e.
I n p ri n ci pl e w e c a n c o n v ol v e t h e D o p pl er o b s e r v a bilit y c rit eri a s h o w n i n Fi g ur e 1 1. 3 wit h
a str o p h y si c al m o d el s t o pr e di ct t h e n u m b er of e v e nt s f or w hi c h LI S A will b e a bl e t o o b s er v e
D o p pl e r s hift s. Vi c e v er s a, w e c o ul d u s e LI S A o b s er v ati o n s of D o p pl e r s hift s ( or t h e l a c k
t h er e of ) t o c o n str ai n a str o p h y si c al m o d el s. A d et ail e d di s c u s si o n of t h e a str o p h y si c al
i m pli c ati o n s of o ur r e s ult s i s b e y o n d t h e s c o p e of t hi s p a p er. I n t h e h o p e t o sti m ul at e
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f urt h er r e s e ar c h, w e bri e fl y di s c u s s s o m e a str o p h y si c al s c e n ari o s t h at c o ul d l e a d t o o b s e r v a bl e
D o p pl e r s hift s f or t h e t hr e e s o ur c e cl a s s e s c o n si d er e d i n t hi s p a p er: W D W D, S O B H a n d
I M B H bi n ari e s.
(i ) W D W D s: W D W D s y st e m s c a n b e d et e ct e d b y LI S A wit hi n a f e w k p c, a n d t h eir
D o p pl e r m o d ul ati o n c o ul d b e u s e d t o i d e ntif y I M B H s i n n e ar b y st ell ar cl u st er s. T h e r e i s
a br o a d r a n g e of e sti m at e s of t h e n u m b er of bi n ari e s d et e ct a bl e b y LI S A i n Mil k y W a y
gl o b ul a r cl u st er s, wit h s o m e of t h e l at e st e sti m at e s r a n gi n g fr o m a f e w t o t e n s of e v e nt s
[6 2 0 ]. T h e u n c e rt ai nti e s ar e d o mi n at e d b y a s s u m pti o n s o n cl u st er m o d el s, s u c h a s t h e bi n ar y
fr a cti o n [6 4 7 , 6 4 8 , 6 4 9 , 6 5 0 ] a n d t h e e ffi ci e n c y of di ff er e nt d y n a mi c al p r o c e s s e s [6 5 1 , 6 5 2 , 6 5 3 ].
T h e n u m b e r of W D W D e v e nt s wit h a n o b s er v a bl e pr o p er m oti o n si g n at u r e i n LI S A c o ul d
b e u s e d t o s et c o n str ai nt s o n t h e s e cl u st er m o d el s.
(ii ) S O B H s: S O B H s c a n b e d et e ct e d b y LI S A wit hi n ∼ 2 0 0 M p c, a n d t h eir D o p pl er
m o d ul ati o n c o ul d b e u s e d t o p r o b e t h e c e nt er of n e ar b y g al a xi e s at z ≲ 0 .0 5. T h e LI G O / Vir g o
c oll a b o r ati o n h a s al r e a d y d et e ct e d 1 0 B H- B H bi n ar y m e r g e r s [ 2 3 2 ], a n d y et t h er e i s n o
c o n s e n s u s o n t h e a str o p h y si c al ori gi n of t h e s e m e r g er s [ 1 8 1 ]. O n e p o s si bilit y i s t h at t h e s e
c o m p a ct bi n ari e s ar e f or m e d i n t h e vi ci nit y of A G N s [ s e e e. g. 6 5 4 ]. I n d e e d, t h e pr e s e n c e of X-
r a y bi n ari e s [ 6 5 5 ] a n d h y p er v el o cit y st ar s [6 5 6 , 6 5 7 ] cl o s e t o o ur g al a cti c c e nt er i n di c at e s t h at
a l a r g e n u m b er of bi n ari e s e xi st i n g al a cti c n u cl ei. G a s e o u s dr a g s or t hr e e- b o d y i nt er a cti o n s
i n A G N di s k s c a n l e a d t o v er y h a r d bi n ari e s t h at s h o ul d c o al e s c e wit hi n a H u b bl e ti m e [3 8 0 ].
[3 8 3 ] s h o w e d t h at t h e m er g er r at e s of s u c h bi n ari e s c o ul d b e c o m p ar a bl e t o ot h er d y n a mi c al
c h a n n el s. T h e m er g er pr o c e s s i s v e r y e ffi ci e nt if t h e s e bi n ari e s li e wit hi n ∼ 0 .1 p c, r e s ulti n g
i n a si g ni fi c a nt fr a cti o n of m er g er s h a p p e ni n g v e r y cl o s e t o t h e S M B H. F urt h e r m or e, c o m p a ct
o bj e ct s e m b e d d e d i n A G N di s k s cr e at e d e n sit y p ert ur b ati o n s, r e s ulti n g i n t o r q u e s t h at l e a d
t o i n w a r d mi gr ati o n of t h e c o m p a ct o bj e ct. S o m eti m e s t hi s t or q u e c h a n g e s si g n, l e a di n g
t o t h e f or m ati o n of mi gr ati o n tr a p s at 4 0 M – 6 0 0 M f r o m t h e c e ntr al o bj e ct s [6 5 8 ] w hi c h
c o ul d a ct a s h ot b e d s f or t h e f or m ati o n of B H- B H bi n ari e s. I n s u m m ar y, t h er e ar e v ari o u s
s c e n ari o s t h at c o ul d l e a d t o S O B H bi n ari e s m er gi n g v er y cl o s e t o a n S M B H. T h e s e s y st e m s
m a y h a v e d et e ct a bl e D o p pl e r s hift s t h at c o ul d s er v e a s s m o ki n g g u n s f or bi n a r y f or m ati o n
i n A G N s. It i s e v e n p o s si bl e t h at S M B H m a s s m e a s ur e m e nt s fr o m D o p pl er- s hift e d G W s
c o ul d c o m pl e m e nt a n d / or i m pr o v e el e ctr o m a g n eti c e sti m at e s of t h e A G N m a s s.
A n ot h er i nt e r e sti n g s c e n ari o w a s pr o p o s e d b y [ 6 5 9 ] a n d [6 6 0 ]. T h e s e a ut h or s pr o p o s e d t h at
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s o m e e xtr e m e m a s s-r ati o i n s pir al s ( E M RI s) c o ul d a ct u all y b e bi n a r y B H s y st e m s i n s pir alli n g
i nt o a s u p e r m a s si v e B H s. T h e s e “ bi n ar y E M RI s ” ( or b- E M RI s) s o u r c e G W s b ot h t hr o u g h
t h e m oti o n of t h e i n n er B H- B H bi n ar y a n d t hr o u g h t h e i n s pir al of t h e b- E M RI. If s u c h
s o ur c e s e xi st, t h e D o p pl er s hift i n t h e G W s fr o m t h e B H- B H bi n ar y c o ul d all o w u s t o
e sti m at e t h e S M B H m a s s. T h e D o p pl er- s hift e sti m at e of t h e c e ntr al S M B H m a s s c o ul d b e
u s e d a s a n i n d e p e n d e nt c h e c k of t h e p ar a m et er s e sti m at e d u si n g t h e gr a vit ati o n al r a di ati o n
f r o m t h e b- E M RI i n s pir al.
(iii ) I M B H s: I M B H bi n a ri e s c a n b e d et e ct e d b y LI S A o ut t o a f e w G p c, s o D o p pl er
m o d ul ati o n s c o ul d b e u s e d t o st u d y g al a x y f or m ati o n o ut t o r e d s hift s z ∼ 1. D e s pit e cl ai m s of
a c o n n e cti o n b et w e e n I M B H s a n d ultr a-l u mi n o u s X-r a y s o ur c e s [ 6 6 1 ] a n d ot h er o b s er v ati o n al
e vi d e n c e [ 6 6 2 , 6 6 3 , 6 6 4 , 6 6 5 ], t h e r e i s still n o c o n cl u si v e o b s e r v ati o n al c o n fir m ati o n of t h e
e xi st e n c e of I M B H s [ s e e e. g. 6 2 9 , f o r a r e vi e w]. I M B H d et e cti o n s c o ul d bri d g e t h e g a p
b et w e e n S O B H s a n d S M B H s, a n d h el p u s u n d er st a n d h o w S M B H w er e b or n a n d gr e w.
I n s o m e s c e n ari o s, cl u st er s c o nt ai ni n g I M B H s si n k t o w ar d s t h e g al a cti c n u cl e u s t h r o u g h
d y n a mi c al fri cti o n, a n d u p o n e v a p or ati o n d e p o sit t h eir I M B H s n e ar t h e g al a cti c c e nt e r
[6 6 6 ]. T h e I M B H s t h e n f o r m bi n ari e s a n d e v e nt u all y m er g e, f or mi n g a n S M B H. S o m e of
t h e s e I M B H bi n ari e s c o ul d e n d u p i n or bit ar o u n d a m or e m a s si v e c e ntr al o bj e ct [ 6 6 7 , 6 6 8 ],
a n d o r bit al D o p pl er s hift s c o ul d l e a d t o bi a s e s i n t h eir e sti m at e d m a s s e s [ 6 6 9 , 6 7 0 ]. G W
d et e cti o n s of t h e s e s y st e m s b y E a rt h- or s p a c e- b a s e d i nt erf er o m et er s c o ul d pr o vi d e c o n cl u si v e
e vi d e n c e of S M B H f or m ati o n t hr o u g h r u n a w a y I M B H c olli si o n s.
I n c o n cl u si o n, s e v er al a str o p h y si c al G W s o ur c e s ar e e x p e ct e d t o f or m tri pl e s y st e m s w h er e
t h e m ai n G W e mi s si o n fr o m a n “i n n er ” or bit i s a ff e ct e d b y D o p pl e r m o d ul ati o n s d u e t o
t h e “ o ut er ” or bit al m oti o n of t h e bi n ar y ar o u n d a t hir d b o d y. LI S A ( u nli k e gr o u n d b a s e d
d et e ct or s) m a y o b s e r v e t h e r a di ati o n fr o m t h e i n n er bi n ar y f or m o nt h s or y e ar s. G W s e ar c h e s
a n d p a r a m et er e sti m ati o n m et h o d s r el y o n w a v ef or m m o d elli n g, s o f ail ur e t o a c c o u nt f o r
D o p pl er m o d ul ati o n s c o ul d i ntr o d u c e s y st e m ati c s i n p ar a m et e r e sti m ati o n a n d r e d u c e t h e
e ffi ci e n c y of G W s e ar c h e s [ 6 3 5 ]. I n t hi s p a p er w e ar g u e d t h at, m o r e i nt er e sti n gl y, t h e s e
e ff e ct s m a y b e o b s er v a bl e, e n a bli n g G W d et e ct or s t o pr o b e w e a k- fi el d a st r o p h y si c al pr o c e s s e s
t h r o u g h t h e D o p pl er m o d ul ati o n s of t h eir str o n g- fi el d i n s pir al d y n a mi c s. We i n v e sti g at e d
t h e c o n diti o n s u n d er w hi c h LI S A m a y pl a c e m e a ni n gf ul c o n str ai nt s o n t h e t hir d b o d y’ s
pr o p erti e s, a n d w e i d e nti fi e d a n d di s c u s s e d s o m e cl a s s e s of a str o p h y si c al s y st e m s of p a rti c ul ar
i nt e r e st a s o b s e r v ati o n al t ar g et s.
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We pl a n t o e xt e n d t h e pr e s e nt r e s e ar c h i n t w o m ai n dir e cti o n s: (i) b y d e v el o pi n g m or e
r e ali sti c ( a n d c o m pl e x) p o s si biliti e s f or t h e or bit al m oti o n a n d G W e mi s si o n of t h e tri pl e s,
a n d (ii) b y u si n g a str o p h y si c al m o d el s t o i d e ntif y t h e m o st pr o mi si n g a str o p h y si c al s y st e m s
t h at c o ul d l e a d t o LI S A d et e cti o n s of D o p pl er m o d ul ati o n s.
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R. S c h n a b el, C. S c h w ar z, P. S ei d el, A. Si nt e s, K. S o mi y a, F. S p eirit s, K. Str ai n,
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d a n C a m p, C hi ar a C a pri ni, Vit or C ar d o s o, M o ni c a C ol pi, J o h n C o n kli n, N eil C or ni s h,
C u rt C utl e r, K a r st e n D a n z m a n n, Rit a D ol e si, L ui gi Ferr ai oli, V al eri o Ferr o ni, E w a n
Fit z si m o n s, J o n at h a n G air, Ll ui s G e s a B ot e, D o m e ni c o Gi a r di ni, Ferr a n Gi b ert, C ati a
G ri m a ni, H u b ert H all oi n, G er h ar d H ei n z el, T h o m a s H ert o g, M a rti n H e wit s o n, K ell y
H oll e y- B o c k el m a n n, D a ni el H olli n gt o n, M a ur o H u ell e r, H e nri I n c h a u s p e, P hili p p e J et-
z er, Ni k o s K ar n e si s, C h ri sti a n Kill o w, A nt oi n e Kl ei n, Bill Kli p st ei n, N at ali a K or s a k o v a,
S h a n e L L a r s o n, J e ffr e y Li v a s, I v a n Ll or o, N ar y M a n, D a v or M a n c e, J o s e p h M arti n o,
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I g n a ci o M at e o s, Kir k M c K e n zi e, S e a n T M c Willi a m s, C ol e Mill er, G ui d o M u ell er,
G er m a n o N ar di ni, Gij s N el e m a n s, Mi q u el N ofr ari a s, A nt oi n e P etit e a u, P a ol o Pi v at o,
Eri c Pl a g n ol, E d P ort er, J e n s R ei c h e, D a vi d R o b ert s o n, N or n a R o b e rt s o n, El e n a R o s si,
Gi uli a n a R u s s a n o, B er n ar d S c h ut z, Al b ert o S e s a n a, D a vi d S h o e m a k er, J a c o b Sl ut s k y,
C a rl o s F. S o p u ert a, Ti m S u m n er, Ni c ol a T a m a ni ni, Ir a T h or p e, Mi c h a el Tr o e b s,
Mi c h el e V alli s n eri, Al b ert o Ve c c hi o, D a ni el e Vetr u g n o, St ef a n o Vit al e, M art a V ol o nt eri,
G u d r u n W a n n er, H arr y W ar d, P et er W a s s, Willi a m We b e r, J o h n Zi e m er, a n d P et er
Z w eif el. L a s er I nt erf er o m et er S p a c e A nt e n n a. a r Xi v e- p ri nt s , p a g e ar Xi v: 1 7 0 2. 0 0 7 8 6,
Fe b r u ar y 2 0 1 7.
[ 5 1] P a u A m ar o- S e o a n e et al. L a s er I nt erf er o m et e r S p a c e A nt e n n a. A r Xi v e- p ri nt s , 2 2 0 1 7.
[ 5 2] E m a n u el e B erti, Vit or C ar d o s o, a n d Cli ff or d M. Will. O n gr a vit ati o n al- w a v e s p e c-
tr o s c o p y of m a s si v e bl a c k h ol e s wit h t h e s p a c e i nt erf e r o m et er LI S A. P h y s. R e v. D ,
7 3: 0 6 4 0 3 0, 2 0 0 6.
[ 5 3] E m a n u el e B erti, Al b ert o S e s a n a, E nri c o B ar a u s s e, Vit or C a r d o s o, a n d K r z y s zt of B el-
c z y n s ki. S p e ctr o s c o p y of K err bl a c k h ol e s wit h E art h- a n d s p a c e- b a s e d i nt erf er o m et er s.
P h y s. R e v. L ett. , 1 1 7( 1 0): 1 0 1 1 0 2, 2 0 1 6.
[ 5 4] Ni c ol a T a m a ni ni, C hi ar a C a pri ni, E nri c o B ar a u s s e, Al b ert o S e s a n a, A nt oi n e Kl ei n,
a n d A nt oi n e P etit e a u. S ci e n c e wit h t h e s p a c e- b a s e d i nt erf e r o m et er e LI S A. III: Pr o bi n g
t h e e x p a n si o n of t h e U ni v er s e u si n g gr a vit ati o n al w a v e st a n d ar d sir e n s. J C A P , 0 4: 0 0 2,
2 0 1 6.
[ 5 5] N eil C o r ni s h a n d Tr a vi s R o b s o n. G al a cti c bi n ar y s ci e n c e wit h t h e n e w LI S A d e si g n.
J. P h y s. C o nf. S e r. , 8 4 0( 1): 0 1 2 0 2 4, 2 0 1 7.
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[ 5 6] P a u A m ar o S e o a n e et al. T h e Gr a vit ati o n al U ni v er s e. 5 2 0 1 3.
[ 5 7] C hri st o p h er P. L. B err y, S c ott A. H u g h e s, C arl o s F. S o p u ert a, Al vi n J. K. C h u a, A n n a
H e ff e r n a n, K ell y H oll e y- B o c k el m a n n, D e y a n P. Mi h a yl o v, M. C ol e m a n Mill e r, a n d
Al b ert o S e s a n a. T h e u ni q u e p ot e nti al of e xtr e m e m a s s-r ati o i n s pir al s f or gr a vit ati o n al-
w a v e a st r o n o m y. 3 2 0 1 9.
[ 5 8] St a ni sl a v B a b a k, J o n at h a n G air, Al b ert o S e s a n a, E nri c o B ar a u s s e, C arl o s F. S o p u ert a,
C h ri st o p h er P. L. B e rr y, E m a n u el e B e rti, P a u A m ar o- S e o a n e, A nt oi n e P etit e a u, a n d
A nt oi n e Kl ei n. S ci e n c e wit h t h e s p a c e- b a s e d i nt erf er o m et e r LI S A. V: E xtr e m e m a s s-
r ati o i n s pi r al s. P h y s. R e v. D , 9 5( 1 0): 1 0 3 0 1 2, 2 0 1 7.
[ 5 9] E n ri c o B a r a u s s e, Vit or C a r d o s o, a n d P a ol o P a ni.  E n vir o n m e nt al E ff e ct s f or
Gr a vit ati o n al- w a v e A str o p h y si c s. J. P h y s. C o nf. S e r. , 6 1 0( 1): 0 1 2 0 4 4, 2 0 1 5.
[ 6 0] Al vi n J. K. C h u a, S o n k e H e e, Will J. H a n dl e y, E d w ar d Hi g s o n, C hri st o p h er J. M o or e,
J o n at h a n R. G air, Mi c h a el P. H o b s o n, a n d A nt h o n y N. L a s e n b y. T o w ar d s a fr a m e w or k
f o r t e sti n g g e n er al r el ati vit y wit h e xtr e m e- m a s s-r ati o-i n s pir al o b s er v ati o n s. M o n. N ot.
R o y. A st r o n. S o c. , 4 7 8( 1): 2 8 – 4 0, 2 0 1 8.
[ 6 1] T. Ve n u m a d h a v, B. Z a c k a y, J. R o ul et, L. D ai, a n d M. Z al d arri a g a. N e w Bi n ar y Bl a c k
H ol e M e r g er s i n t h e S e c o n d O b s er vi n g R u n of A d v a n c e d LI G O a n d A d v a n c e d Vir g o.
A pril 2 0 1 9.
[ 6 2] B. P. A b b ott et al. Bi n ar y Bl a c k H ol e P o p ul ati o n Pr o p erti e s I nf err e d fr o m t h e Fi r st
a n d S e c o n d O b s er vi n g R u n s of A d v a n c e d LI G O a n d A d v a n c e d Vir g o. A p J, 8 8 2( 2): L 2 4,
N o v e m b e r 2 0 1 8.
[ 6 3] I. M a n d el, W. M. F ar r, A. C ol o n n a, S. St e v e n s o n, P. Ti ň o, a n d J. Veit c h. M o d el-
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i n d e p e n d e nt i nf er e n c e o n c o m p a ct- bi n ar y o b s er v ati o n s. M N R A S, 4 6 5: 3 2 5 4 – 3 2 6 0, M ar c h
2 0 1 7.
[ 6 4] J. R. H url e y, C. A. T o ut, a n d O. R. P ol s. E v ol uti o n of bi n ar y st ar s a n d t h e e ff e ct of
ti d e s o n bi n ar y p o p ul ati o n s. M N R A S, 3 2 9: 8 9 7 – 9 2 8, Fe br u ar y 2 0 0 2.
[ 6 5] S. St e v e n s o n, A. Vi g n a- G ó m e z, I. M a n d el, J. W. B arr ett, C. J. N eij s s el, D. P er ki n s,
a n d S. E. d e Mi n k. F or m ati o n of t h e fir st t h r e e gr a vit ati o n al- w a v e o b s e r v ati o n s t hr o u g h
i s ol at e d bi n ar y e v ol uti o n. N at u r e C o m m u ni c ati o n s , 8: 1 4 9 0 6, A pril 2 0 1 7.
[ 6 6] N. Gi a c o b b o a n d M. M a p elli. T h e p r o g e nit or s of c o m p a ct- o bj e ct bi n ari e s: i m p a ct of
m et alli cit y, c o m m o n e n v el o p e a n d n at al ki c k s. M N R A S, 4 8 0: 2 0 1 1 – 2 0 3 0, O ct o b er 2 0 1 8.
[ 6 7] Kr z y s zt of B el c z y n s ki, V a s sili ki K al o g er a, Fr e d eri c A. R a si o, R o n al d E. T a a m, A n dr e a s
Z e z a s, T o m a s z B uli k, T h o m a s J. M a c c ar o n e, a n d N at ali a I v a n o v a. C o m p a ct O bj e ct
M o d eli n g wit h t h e St ar Tr a c k P o p ul ati o n S y nt h e si s C o d e. A p J S, 1 7 4( 1): 2 2 3 – 2 6 0,
J a n u ar y 2 0 0 8.
[ 6 8] B. P att a bir a m a n, S. U m b r eit, W.- k. Li a o, A. C h o u d h a r y, V. K al o g er a, G. M e mi k, a n d
F. A. R a si o. A P ar all el M o nt e C arl o C o d e f or Si m ul ati n g C olli si o n al N- b o d y S y st e m s.
A p J S, 2 0 4: 1 5, Fe br u ar y 2 0 1 3.
[ 6 9] M. Gi e r s z, D. C. H e g gi e, J. R. H url e y, a n d A. H y p ki. M O C C A c o d e f or st ar cl u st er
si m ul ati o n s - II. C o m p ari s o n wit h N- b o d y si m ul ati o n s. M N R A S, 4 3 1: 2 1 8 4 – 2 1 9 9, M a y
2 0 1 3.
[ 7 0] M. Z e vi n, C. P a n k o w, C. L. R o dri g u e z, L. S a m p s o n, E. C h a s e, V. K al o g e r a, a n d F. A.
R a si o. C o n str ai ni n g F or m ati o n M o d el s of Bi n ar y Bl a c k H ol e s wit h Gr a vit ati o n al- w a v e
O b s e r v ati o n s. A p J, 8 4 6: 8 2, S e pt e m b er 2 0 1 7.
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[ 7 1] S. St e v e n s o n, C. P. L. B err y, a n d I. M a n d el. Hi er ar c hi c al a n al y si s of gr a vit ati o n al- w a v e
m e a s ur e m e nt s of bi n ar y bl a c k h ol e s pi n- or bit mi s ali g n m e nt s. M N R A S, 4 7 1: 2 8 0 1 – 2 8 1 1,
N o v e m b e r 2 0 1 7.
[ 7 2] D a vi d e G er o s a a n d E m a n u el e B erti. Ar e m er gi n g bl a c k h ol e s b or n fr o m st ell ar c oll a p s e
o r p r e vi o u s m er g er s ? P R D, 9 5( 1 2): 1 2 4 0 4 6, J u n e 2 0 1 7.
[ 7 3] Y. B o u ff a n ai s, M. M a p elli, D. G er o s a, U. N. Di C arl o, N. Gi a c o b b o, E. B erti, a n d
V. B ai b h a v. C o n st r ai ni n g t h e fr a cti o n of bi n ar y bl a c k h ol e s f or m e d i n i s ol ati o n a n d
y o u n g st ar cl u st er s wit h gr a vit ati o n al- w a v e d at a. a r Xi v e- p ri nt s , M a y 2 0 1 9.
[ 7 4] S. R. T a yl or a n d D. G er o s a. Mi ni n g gr a vit ati o n al- w a v e c at al o g s t o u n d er st a n d bi n ar y
st ell ar e v ol uti o n: A n e w hi er ar c hi c al B a y e si a n fr a m e w or k. P R D, 9 8( 8): 0 8 3 0 1 7, O ct o b er
2 0 1 8.
[ 7 5] D. G e r o s a, E. B erti, R. O’ S h a u g h n e s s y, K. B el c z y n s ki, M. K e s d e n, D. W y s o c ki, a n d
W. Gl a d y s z. S pi n ori e nt ati o n s of m er gi n g bl a c k h ol e s f or m e d fr o m t h e e v ol uti o n of
st ell ar bi n ari e s. P R D, 9 8( 8): 0 8 4 0 3 6, O ct o b er 2 0 1 8.
[ 7 6] S. Vit al e, D. G er o s a, C.- J. H a st er, K. C h at zii o a n n o u, a n d A. Zi m m er m a n. I m p a ct
of B a y e si a n Pri or s o n t h e C h ar a ct eri z ati o n of Bi n ar y Bl a c k H ol e C o al e s c e n c e s. P R L,
1 1 9( 2 5): 2 5 1 1 0 3, D e c e m b er 2 0 1 7.
[ 7 7] S e b a sti a n M. G a e b el, J o h n Veit c h, T h o m a s D e nt, a n d Will M. F arr. Di g gi n g t h e
p o p ul ati o n of c o m p a ct bi n ar y m e r g er s o ut of t h e n oi s e. M N R A S, 4 8 4( 3): 4 0 0 8 – 4 0 2 3,
A pril 2 0 1 9.
[ 7 8] L. S. Fi n n a n d D. F. C h er n o ff. O b s er vi n g bi n ar y i n s pir al i n gr a vit ati o n al r a di ati o n:
O n e i nt erf er o m et e r. P R D, 4 7( 6): 2 1 9 8 – 2 2 1 9, M ar c h 1 9 9 3.
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[ 7 9] L. S. Fi n n. Bi n ar y i n s pir al, gr a vit ati o n al r a di ati o n, a n d c o s m ol o g y. P R D, 5 3( 6): 2 8 7 8 –
2 8 9 4, M a r c h 1 9 9 6.
[ 8 0] D. G er o s a. g w d e t , git h u b. c o m / d g e r o s a / g w d et, d oi. o r g / 1 0. 5 2 8 1 / z e n o d o. 8 8 9 9 6 6, 2 0 1 8.
[ 8 1] M. H a n n a m, P. S c h mi dt, A. B o h é, L. H a e g el, S. H u s a, F. O h m e, G. Pr att e n, a n d
M. P ü r r e r. Si m pl e M o d el of C o m pl et e Pr e c e s si n g Bl a c k- H ol e- Bi n a r y Gr a vit ati o n al
W a v ef or m s. P R L, 1 1 3( 1 5): 1 5 1 1 0 1, O ct o b e r 2 0 1 4.
[ 8 2] B. P. A b b ott et al. T h e R at e of Bi n ar y Bl a c k H ol e M e r g e r s I nf err e d fr o m A d v a n c e d
LI G O O b s er v ati o n s S u rr o u n di n g G W 1 5 0 9 1 4. A p J, 8 3 3( 1): L 1, D e c e m b er 2 0 1 6.
[ 8 3] T. J. L or e d o. A c c o u nti n g f or S o ur c e U n c ert ai nti e s i n A n al y s e s of A str o n o mi c al S ur v e y
D at a. A m e ri c a n I n stit ut e of P h y si c s C o nf e r e n c e S e ri e s , 7 3 5: 1 9 5 – 2 0 6, N o v e m b er 2 0 0 4.
[ 8 4] I. M a n d el, W. M. F ar r, a n d J. R. G air. E xtr a cti n g di stri b uti o n p ar a m et er s fr o m
m ulti pl e u n c ert ai n o b s er v ati o n s wit h s el e cti o n bi a s e s. M N R A S, 4 8 6: 1 0 8 6 – 1 0 9 3, J u n e
2 0 1 9.
[ 8 5] E. T hr a n e a n d C. T al b ot. A n i ntr o d u cti o n t o B a y e si a n i nf er e n c e i n gr a vit ati o n al- w a v e
a st r o n o m y: P a r a m et er e sti m ati o n, m o d el s el e cti o n, a n d hi er ar c hi c al m o d el s. P A S A,
3 6: e 0 1 0, M ar c h 2 0 1 9.
[ 8 6] M. Fi s h b a c h, D. E. H ol z, a n d W. M. F a rr. D o e s t h e Bl a c k H ol e M e r g er R at e E v ol v e
wit h R e d s hift ? A p J, 8 6 3: L 4 1, A u g u st 2 0 1 8.
[ 8 7] K. A. P o st n o v a n d L. R. Y u n g el s o n. T h e E v ol uti o n of C o m p a ct Bi n ar y St a r S y st e m s.
L R R, 1 7: 3, M a y 2 0 1 4.
[ 8 8] D. G e r o s a, S. M a, K. W. K. W o n g, E. B erti, R. O’ S h a u g h n e s s y, Y. C h e n, a n d
K. B el c z y n s ki. M ulti b a n d gr a vit ati o n al- w a v e e v e nt r at e s a n d st ell ar p h y si c s. P R D,
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9 9( 1 0): 1 0 3 0 0 4, M a y 2 0 1 9.
[ 8 9] D. G er o s a a n d M. K e s d e n. pr e c e s si o n: D y n a mi c s of s pi n ni n g bl a c k- h ol e bi n ari e s wit h
p yt h o n. P R D, 9 3( 1 2): 1 2 4 0 6 6, J u n e 2 0 1 6.
[ 9 0] D. G er o s a. s p o p s. s p o p s , git h u b. c o m / d g e r o s a / s p o p s, d oi. o r g / 1 0. 5 2 8 1 / z e n o d o. 2 5 5 1 7 9 1,
2 0 1 9.
[ 9 1] K. B el c z y n s ki, A. H e g er, W. Gl a d y s z, A. J. R uit er, S. W o o sl e y, G. Wi kt or o wi c z, H.- Y.
C h e n, T. B uli k, R. O’ S h a u g h n e s s y, D. E. H ol z, C. L. Fr y er, a n d E. B erti. T h e e ff e ct
of p air-i n st a bilit y m a s s l o s s o n bl a c k- h ol e m e r g er s. A & A, 5 9 4: A 9 7, O ct o b er 2 0 1 6.
[ 9 2] G. H o b b s, D. R. L ori m er, A. G. L y n e, a n d M. Kr a m er. A st ati sti c al st u d y of 2 3 3
p ul s ar pr o p er m oti o n s. M N R A S, 3 6 0( 3): 9 7 4 – 9 9 2, J ul y 2 0 0 5.
[ 9 3] K. B el c z y n s ki, S. R e p ett o, D. E. H ol z, R. O’ S h a u g h n e s s y, T. B uli k, E. B erti, C. Fr y er,
a n d M. D o mi ni k. C o m p a ct Bi n ar y M e r g er R at e s: C o m p ari s o n wit h LI G O / Vir g o
U p p er Li mit s. A p J, 8 1 9( 2): 1 0 8, M ar c h 2 0 1 6.
[ 9 4] B. P. A b b ott et al. Pr o s p e ct s f or o b s er vi n g a n d l o c ali zi n g gr a vit ati o n al- w a v e tr a n si e nt s
wit h A d v a n c e d LI G O, A d v a n c e d Vir g o a n d K A G R A. L R R, 2 1( 1): 3, A pril 2 0 1 8.
[ 9 5] F. P e dr e g o s a, G. V ar o q u a u x, A. Gr a mf ort, V. Mi c h el, B. T hi ri o n, O. Gri s el, M. Bl o n d el,
P. P r ett e n h of er, R. Wei s s, V. D u b o ur g, J. V a n d er pl a s, A. P a s s o s, D. C o ur n a p e a u,
M. Br u c h er, M. P e rr ot, a n d E. D u c h e s n a y. S ci kit-l e ar n: M a c hi n e l e ar ni n g i n P yt h o n.
J o u r n al of M a c hi n e L e a r ni n g R e s e a r c h , 1 2: 2 8 2 5 – 2 8 3 0, 2 0 1 1.
[ 9 6] D a ni el F o r e m a n- M a c k e y, D a vi d W. H o g g, D u sti n L a n g, a n d J o n at h a n G o o d m a n.
e m c e e: T h e M C M C H a m m er. P A S P, 1 2 5( 9 2 5): 3 0 6, M ar c h 2 0 1 3.
[ 9 7] B. P. A b b ott et al. Bi n ar y Bl a c k H ol e M er g er s i n t h e Fir st A d v a n c e d LI G O O b s er vi n g
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R u n. P R X, 6( 4): 0 4 1 0 1 5, O ct o b e r 2 0 1 6. ( Err at u m: P R X 8, 3, 0 3 9 9 0 3).
[ 9 8] M. V alli s n eri, J. K a n n er, R. Willi a m s, A. Wei n st ei n, a n d B. St e p h e n s. T h e LI G O
O p e n S ci e n c e C e nt er. J o u r n al of P h y si c s C o nf e r e n c e S e ri e s , 6 1 0: 0 1 2 0 2 1, M a y 2 0 1 5.
[ 9 9] S. K ull b a c k a n d R. A. L ei bl er. O n i nf o r m ati o n a n d s u ffi ci e n c y. A n n. M at h. St ati st. ,
2 2( 1): 7 9 – 8 6, 0 3 1 9 5 1.
[ 1 0 0] S. R e p ett o, A. P. I g o s h e v, a n d G. N el e m a n s. T h e G al a cti c di stri b uti o n of X-r a y
bi n ari e s a n d it s i m pli c ati o n s f or c o m p a ct o bj e ct f or m ati o n a n d n at al ki c k s. M N R A S,
4 6 7: 2 9 8 – 3 1 0, M a y 2 0 1 7.
[ 1 0 1] I. M a n d el. E sti m at e s of bl a c k h ol e n at al ki c k v el o citi e s fr o m o b s er v ati o n s of l o w- m a s s
X- r a y bi n ari e s. M N R A S, 4 5 6( 1): 5 7 8 – 5 8 1, Fe br u a r y 2 0 1 6.
[ 1 0 2] P. Atri, J. C. A. Mill er- J o n e s, A. B a hr a mi a n, R. M. Pl ot ki n, P. G. J o n k e r, G. N el e m a n s,
T. J. M a c c a r o n e, G. R. Si v a k o ff, A. T. D ell er, S. C h at y, M. A. P. T orr e s, S. H ori u c hi,
J. M c C all u m, T. N at u s c h, C. J. P hilli p s, J. St e v e n s, a n d S. We st o n. P ot e nti al ki c k
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A st r o n. S o c. , 1 5 2: 7 5, 1 9 7 1.
[ 1 6 5] B e r n a r d J. C arr a n d S. W. H a w ki n g. Bl a c k h ol e s i n t h e e arl y U ni v er s e. M o n. N ot.
R o y. A st r o n. S o c. , 1 6 8: 3 9 9 – 4 1 5, 1 9 7 4.
[ 1 6 6] A n n e M. Gr e e n. Pri m or di al Bl a c k H ol e s: sir e n s of t h e e arl y U ni v er s e. F u n d a m. T h e o r.
P h y s. , 1 7 8: 1 2 9 – 1 4 9, 2 0 1 5.
[ 1 6 7] R o n g- G e n C ai a n d S h a o- Ji a n g W a n g. M a s s b o u n d f or pri m or di al bl a c k h ol e fr o m
tr a n s- Pl a n c ki a n c e n s or s hi p c o nj e ct ur e. P h y s. R e v. , D 1 0 1( 4): 0 4 3 5 0 8, 2 0 2 0.
[ 1 6 8] Al b e rt E s c ri v à, C ri sti a n o G e r m a ni, a n d R a vi K. S h et h. A u ni v er s al t hr e s h ol d f or
pri m or di al bl a c k h ol e f or m ati o n. 2 0 1 9.
[ 1 6 9] A n d r e w D. G o w, C hri sti a n T. B yr n e s, Al e x H all, a n d J o h n A. P e a c o c k. Pri m or di al
1 9 7
BI B LI O G R A P H Y
bl a c k h ol e m er g er r at e s: di stri b uti o n s f or m ulti pl e LI G O o b s er v a bl e s. J C A P , 0 1( 0 1): 0 3 1,
2 0 2 0.
[ 1 7 0] V. D e L u c a, G. Fr a n ci oli ni, a n d A. Ri ott o. O n t h e Pri m or di al Bl a c k H ol e M a s s
F u n cti o n f or Br o a d S p e ctr a. P h y s. L ett. , B 8 0 7: 1 3 5 5 5 0, 2 0 2 0.
[ 1 7 1] S a m Y o u n g a n d M ar c ell o M u s s o. A p pli c ati o n of p e a k s t h e or y t o t h e a b u n d a n c e of
pri m or di al bl a c k h ol e s. 2 0 2 0.
[ 1 7 2] Ji o n g Li n, Qi n g G a o, Y u n g ui G o n g, Yi z h o u L u, C h a o Z h a n g, a n d Fe n g g e Z h a n g.
Pri m or di al bl a c k h ol e s a n d s e c o n d ar y gr a vit ati o n al w a v e s fr o m k / G i n fl ati o n. 2 0 2 0.
[ 1 7 3] L a n g Li u, Z o n g- K u a n G u o, R o n g- G e n C ai, a n d S a n g P y o Ki m. M er g er r at e di stri b uti o n
of p ri m o r di al bl a c k h ol e bi n ari e s wit h el e ctri c c h ar g e s. 2 0 2 0.
[ 1 7 4] M ar c o R o n c a d elli, Al d o Tr e v e s, a n d R o b e rt o T ur oll a. Pri m or di al bl a c k h ol e s ar e a g ai n
o n t h e li m eli g ht. 1 2 0 0 9.
[ 1 7 5] Mi s a o S a s a ki, Ter u a ki S u y a m a, T a k a hir o T a n a k a, a n d S h ui c hir o Y o k o y a m a. Pri m or di al
bl a c k h ol e s — p er s p e cti v e s i n gr a vit ati o n al w a v e a st r o n o m y. Cl a s s. Q u a nt. G r a v. ,
3 5( 6): 0 6 3 0 0 1, 2 0 1 8.
[ 1 7 6] M artti R ai d al, C h ri sti a n S p et h m a n n, Vill e V a s k o n e n, a n d H ar di Ve e r m ä e. F o r m ati o n
a n d E v ol uti o n of Pri m or di al Bl a c k H ol e Bi n ari e s i n t h e E arl y U ni v e r s e. J C A P , 0 2: 0 1 8,
2 0 1 9.
[ 1 7 7] A. Al b ert et al. C o n str ai ni n g t h e L o c al B ur st R at e D e n sit y of P ri m or di al Bl a c k H ol e s
wit h H A W C. 2 0 1 9.
[ 1 7 8] M ar k P. H ert z b er g, E nri c o D. S c hi a p p a c a s s e, a n d T s ut o m u T. Y a n a gi d a. A xi o n St ar s
N u cl e ati o n i n D ar k Mi ni- H al o s ar o u n d P ri m or di al Bl a c k H ol e s. 2 0 2 0.
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[ 1 7 9] V. D e L u c a, G. Fr a n ci oli ni, P. P a ni, a n d A. Ri ott o. C o n str ai nt s o n Pri m or di al Bl a c k
H ol e s: t h e I m p ort a n c e of A c cr eti o n. P h y s. R e v. D , 1 0 2( 4): 0 4 3 5 0 5, 2 0 2 0.
[ 1 8 0] B er n ar d C arr, K a z u n ori K o hri, Y u uiti S e n d o u d a, a n d J u n’i c hi Y o k o y a m a. C o n str ai nt s
o n P ri m o r di al Bl a c k H ol e s. 2 2 0 2 0.
[ 1 8 1] B. P. A b b ott et al. G W T C- 1: A Gr a vit ati o n al- W a v e Tr a n si e nt C at al o g of C o m p a ct
Bi n ar y M er g er s O b s er v e d b y LI G O a n d Vir g o d u ri n g t h e Fi r st a n d S e c o n d O b s er vi n g
R u n s. P h y s. R e v. , X 9( 3): 0 3 1 0 4 0, 2 0 1 9.
[ 1 8 2] B. P. A b b ott et al. Bi n ar y Bl a c k H ol e M er g er s i n t h e fi r st A d v a n c e d LI G O O b s er vi n g
R u n. P h y s. R e v. , X 6( 4): 0 4 1 0 1 5, 2 0 1 6. [ err at u m: P h y s. R e v. X 8, n o. 3, 0 3 9 9 0 3( 2 0 1 8)].
[ 1 8 3] G. R a aij m a k er s et al. A NI C E R vi e w of P S R J 0 0 3 0 + 0 4 5 1: I m pli c ati o n s f or t h e d e n s e
m att e r e q u ati o n of st at e. A st r o p h y s. J. L ett. , 8 8 7: L 2 2, 2 0 1 9.
[ 1 8 4] T h o m a s E. Ril e y et al. A NI C E R Vi e w of P S R J 0 0 3 0 + 0 4 5 1: Milli s e c o n d P ul s ar
P ar a m et er E sti m ati o n. A st r o p h y s. J. L ett. , 8 8 7: L 2 1, 2 0 1 9.
[ 1 8 5] M. C. Mill e r et al. P S R J 0 0 3 0 + 0 4 5 1 M a s s a n d R a di u s fr o m NI C E R D at a a n d
I m pli c ati o n s f o r t h e Pr o p erti e s of N e utr o n St a r M att er. A st r o p h y s. J. L ett. , 8 8 7: L 2 4,
2 0 1 9.
[ 1 8 6] Sl a v k o B o g d a n o v et al. C o n str ai ni n g t h e N e utr o n St ar M a s s- R a di u s R el ati o n a n d
D e n s e M att er E q u ati o n of St at e wit h NI C E R. I. T h e Milli s e c o n d P ul s ar X-r a y D at a
S et. A st r o p h y s. J. L ett. , 8 8 7( 1): L 2 5, 2 0 1 9.
[ 1 8 7] Sl a v k o B o g d a n o v et al. C o n str ai ni n g t h e N e utr o n St ar M a s s- R a di u s R el ati o n a n d
D e n s e M att er E q u ati o n of St at e wit h NI C E R. II. E mi s si o n fr o m H ot S p ot s o n a
R a pi dl y R ot ati n g N e utr o n St a r. A st r o p h y s. J. , 8 8 7( 1): L 2 6, 2 0 1 9.
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[ 1 8 8] T a nj a Hi n d er er, L u ci a n o R e z z oll a, a n d L u c a B ai otti. G r a vit ati o n al W a v e s f r o m M e r gi n g
Bi n a r y N e ut r o n- St a r S y st e m s , v ol u m e 4 5 7, p a g e s 5 7 5 – 6 3 5. 2 0 1 8.
[ 1 8 9] E ri c P oi s s o n.  Ti d al d ef or m ati o n of a sl o wl y r ot ati n g bl a c k h ol e. P h y s. R e v. ,
D 9 1( 4): 0 4 4 0 0 4, 2 0 1 5.
[ 1 9 0] St e p h e n R. T a yl or a n d D a vi d e G er o s a. Mi ni n g G r a vit ati o n al- w a v e C at al o g s T o
U n d er st a n d Bi n a r y St ell ar E v ol uti o n: A N e w Hi er ar c hi c al B a y e si a n Fr a m e w or k. P h y s.
R e v. , D 9 8( 8): 0 8 3 0 1 7, 2 0 1 8.
[ 1 9 1] K a z e W. K. W o n g a n d D a vi d e G er o s a. M a c hi n e-l e ar ni n g i nt e r p ol ati o n of p o p ul ati o n-
s y nt h e si s si m ul ati o n s t o i nt er pr et g r a vit ati o n al- w a v e o b s er v ati o n s: a c a s e st u d y. P h y s.
R e v. , D 1 0 0( 8): 0 8 3 0 1 5, 2 0 1 9.
[ 1 9 2] K a z e W. K. W o n g, G a bri ell a C o nt ar d o, a n d S hirl e y H o. G r a vit ati o n al w a v e p o p ul ati o n
i nf e r e n c e wit h d e e p fl o w- b a s e d g e n er ati v e n et w or k. P h y s. R e v. D , 1 0 1( 1 2): 1 2 3 0 0 5,
2 0 2 0.
[ 1 9 3] M att h e w Pit ki n, St u art R ei d, S h eil a R o w a n, a n d J a m e s H o u g h. Gr a vit ati o n al W a v e
D et e cti o n b y I nt erf er o m etr y ( Gr o u n d a n d S p a c e). Li vi n g R e vi e w s i n R el ati vit y , 1 4( 1): 5,
J ul y 2 0 1 1.
[ 1 9 4] B. S. S at h y a p r a k a s h et al. M ulti m e s s e n g er U ni v er s e wit h Gr a vit ati o n al W a v e s fr o m
Bi n ari e s. 2 0 1 9.
[ 1 9 5] Gr e g or y A s ht o n, M orit z H ü b n e r, P a ul D. L a s k y, C ol m T al b ot, K e n d all A c kl e y, S yl vi a
Bi s c o v e a n u, Qi C h u, At ul Di v ar k al a, P a ul J. E a st e r, B ori s G o n c h ar o v, Fr a n ci s c o
H er n a n d e z Vi v a n c o, J a n H ar m s, M ar c u s E. L o w er, Gr a nt D. M e a d o r s, D e n y z M el c h or,
Et h a n P a y n e, M att h e w D. Pit ki n, J a d e P o w ell, Ni k hil S ari n, R or y J. E. S mit h, a n d
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Eri c T hr a n e. Bil b y: B a y e si a n i nf er e n c e li br ar y, J a n u ar y 2 0 1 9.
[ 1 9 6] G r e g A s ht o n, M orit z H ü b n e r, P a ul L a s k y, a n d C ol m T al b ot. Bil b y: A U s er- Fri e n dl y
B a y e si a n I nf er e n c e Li br ar y, M ar c h 2 0 1 9.
[ 1 9 7] G r e g o r y A s ht o n et al.  BI L B Y: A u s er-fri e n dl y B a y e si a n i nf er e n c e li br ar y f or
gr a vit ati o n al- w a v e a str o n o m y. A st r o p h y s. J. S u p pl. , 2 4 1( 2): 2 7, 2 0 1 9.
[ 1 9 8] Ti m Di et ri c h et al. M att er i m pri nt s i n w a v ef or m m o d el s f or n e utr o n st ar bi n ari e s:
Ti d al a n d s elf- s pi n e ff e ct s. P h y s. R e v. D , 9 9( 2): 0 2 4 0 2 9, 2 0 1 9.
[ 1 9 9] Ti m Di et ri c h, A n ur a d h a S a m aj d ar, S e b a sti a n K h a n, N at h a n K. J o h n s o n- M c D a ni el,
R e eti k a D u di, a n d W olf g a n g Ti c h y. I m pr o vi n g t h e N R Ti d al m o d el f or bi n ar y n e utr o n
st a r s y st e m s. P h y s. R e v. , D 1 0 0( 4): 0 4 4 0 0 3, 2 0 1 9.
[ 2 0 0] Fr a n c e s c o P a n n ar al e, E m a n u el e B erti, K o ut ar o u K y ut o k u, a n d M a s ar u S hi b at a. N o n-
s pi n ni n g bl a c k h ol e- n e utr o n st ar m er g er s: a m o d el f or t h e a m plit u d e of gr a vit ati o n al
w a v ef or m s. P h y s. R e v. D , 8 8( 8): 0 8 4 0 1 1, 2 0 1 3.
[ 2 0 1] Fr a n c e s c o P a n n ar al e, E m a n u el e B erti, K o ut ar o u K y ut o k u, B e nj a mi n D. L a c k e y, a n d
M a s a r u S hi b at a. Ali g n e d s pi n n e utr o n st ar- bl a c k h ol e m er g er s: a gr a vit ati o n al
w a v ef or m a m plit u d e m o d el. P h y s. R e v. D , 9 2( 8): 0 8 4 0 5 0, 2 0 1 5.
[ 2 0 2] C hri sti a n J ü r g e n K r ü g e r a n d Fr a n c oi s F o u c a rt. E sti m at e s f or Di s k a n d Ej e ct a M a s s e s
P r o d u c e d i n C o m p a ct Bi n ar y M e r g er s. P h y s. R e v. D , 1 0 1( 1 0): 1 0 3 0 0 2, 2 0 2 0.
[ 2 0 3] J o n at h a n E. T h o m p s o n, E d w ar d F a u c h o n- J o n e s, S e b a sti a n K h a n, Eli s a Nit o gli a,
Fr a n c e s c o P a n n ar al e, Ti m Di etri c h, a n d M ar k H a n n a m. M o d eli n g t h e gr a vit ati o n al
w a v e si g n at ur e of n e utr o n st ar bl a c k h ol e c o al e s c e n c e s: P h e n o m N S B H. 2 2 0 2 0.
[ 2 0 4] V. Fe r r a ri, L. G u alti eri, a n d F. P a n n ar al e. N e utr o n st ar ti d al di sr u pti o n i n mi x e d
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bi n ari e s: t h e i m pri nt of t h e e q u ati o n of st at e. P h y s. R e v. D , 8 1: 0 6 4 0 2 6, 2 0 1 0.
[ 2 0 5] A n dr e a M a s elli, L e o n ar d o G u alti eri, a n d V al eri a Fer r a ri. C o n str ai ni n g t h e e q u ati o n of
st at e of n u cl e a r m att er wit h gr a vit ati o n al w a v e o b s er v ati o n s: Ti d al d ef or m a bilit y a n d
ti d al di s r u pti o n. P h y s. R e v. D , 8 8( 1 0): 1 0 4 0 4 0, 2 0 1 3.
[ 2 0 6] M. C ol e m a n Mill er a n d J o n M. Mill er. T h e M a s s e s a n d S pi n s of N e utr o n St ar s a n d
St ell ar- M a s s Bl a c k H ol e s. P h y s. R e pt. , 5 4 8: 1 – 3 4, 2 0 1 4.
[ 2 0 7] Vi s h al B ai b h a v, D a vi d e G er o s a, E m a n u el e B erti, K a z e W. K. W o n g, T h o m a s H elf er,
a n d M att h e w M o ul d. T h e m a s s g a p, t h e s pi n g a p, a n d t h e ori gi n of m er gi n g bi n ar y
bl a c k h ol e s. P h y s. R e v. , D 1 0 2( 4): 0 4 3 0 0 2, 2 0 2 0.
[ 2 0 8] V. D e L u c a, G. Fr a n ci oli ni, P. P a ni, a n d A. Ri ott o. T h e E v ol uti o n of Pri m or di al Bl a c k
H ol e s a n d t h eir Fi n al O b s er v a bl e S pi n s. J C A P , 0 4: 0 5 2, 2 0 2 0.
[ 2 0 9] T hi err y M or a a n d Cli ff or d M. Will. A P o st N e wt o ni a n di a g n o sti c of q u a si e q uili b ri u m
bi n a r y c o n fi g ur ati o n s of c o m p a ct o bj e ct s. P h y s. R e v. , D 6 9: 1 0 4 0 2 1, 2 0 0 4. [ E rr at u m:
P h y s. R e v. D 7 1, 1 2 9 9 0 1( 2 0 0 5)].
[ 2 1 0] St e v e n B. Gi d di n g s a n d Mi c h el a n g el o L. M a n g a n o. A str o p h y si c al i m pli c ati o n s of
h y p ot h eti c al st a bl e Te V- s c al e bl a c k h ol e s. P h y s. R e v. D , 7 8: 0 3 5 0 0 9, 2 0 0 8.
[ 2 1 1] Willi a m E. E a st a n d L ui s L e h n er. F at e of a n e utr o n st ar wit h a n e n d o p ar a siti c bl a c k
h ol e a n d i m pli c ati o n s f or d a r k m att er. P h y s. R e v. D , 1 0 0( 1 2): 1 2 4 0 2 6, 2 0 1 9.
[ 2 1 2] W. R. Gil k s, S. Ri c h ar d s o n, a n d D. J. S pi e g el h alt er. M a r k o v C h ai n M o nt e C a rl o i n
P r a cti c e . C h a p m a n & H all, L o n d o n, U K, 1 9 9 6.
[ 2 1 3] K. B el c z y n s ki, G. Wi kt o r o wi c z, C. Fr y er, D. H ol z, a n d V. K al o g er a. Mi s si n g Bl a c k
H ol e s U n v eil T h e S u p er n o v a E x pl o si o n M e c h a ni s m. A st r o p h y s. J. , 7 5 7: 9 1, 2 0 1 2.
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[ 2 1 4] T. N a k a m ur a. G e n er al R el ati vi sti c C oll a p s e of A c cr eti n g N e utr o n St ar s wit h R ot ati o n.
P r o g r e s s of T h e o r eti c al P h y si c s , 7 0( 4): 1 1 4 4 – 1 1 4 7, O ct o b er 1 9 8 3.
[ 2 1 5] M a ri o Vi et ri a n d L ui gi St ell a. S u pr a n o v a e v e nt s fr o m s p u n- u p n e utr o n st ar s: a n
e x pl o si o n i n s e ar c h of a n o b s er v ati o n. A st r o p h y s. J. , 5 2 7: L 4 3 – L 4 6, 1 9 9 9.
[ 2 1 6] A n dr e w I. M a c F a d y e n, E nri c o R a mir e z- R ui z, a n d Wei q u n Z h a n g. X- r a y fl ar e s f oll o wi n g
s h o rt g a m m a-r a y b u r st s fr o m s h o c k h e ati n g of bi n ar y st ell ar c o m p a ni o n s. 2 0 0 5.
[ 2 1 7] C h a rl e s D. D er m er a n d A r m e n At o y a n. C oll a p s e of n e ut r o n st ar s t o bl a c k h ol e s i n
bi n ar y s y st e m s: a m o d el f o r s h ort g a m m a r a y b ur st s. A st r o p h y s. J. , 6 4 3: L 1 3 – L 1 6,
2 0 0 6.
[ 2 1 8] M a y a Fi s h b a c h, D a ni el E. H ol z, a n d B e n F arr. Ar e LI G O’ s Bl a c k H ol e s M a d e Fr o m
S m all er Bl a c k H ol e s ? A st r o p h y s. J. , 8 4 0( 2): L 2 4, 2 0 1 7.
[ 2 1 9] D a vi d e G er o s a a n d E m a n u el e B erti. Ar e m er gi n g bl a c k h ol e s b or n fr o m st ell ar c oll a p s e
o r p r e vi o u s m er g er s ? P h y s. R e v. , D 9 5( 1 2): 1 2 4 0 4 6, 2 0 1 7.
[ 2 2 0] F a bi o A nt o ni ni a n d Fr e d eri c A. R a si o. M er gi n g bl a c k h ol e bi n ari e s i n g al a cti c n u cl ei:
i m pli c ati o n s f o r a d v a n c e d- LI G O d et e cti o n s. A st r o p h y s. J. , 8 3 1( 2): 1 8 7, 2 0 1 6.
[ 2 2 1] A n u r a d h a G u pt a, D a vi d e G er o s a, K. G. Ar u n, E m a n u el e B erti, Will F a rr, a n d B. S.
S at h y a pr a k a s h. Bl a c k h ol e s i n t h e l o w m a s s g a p: I m pli c ati o n s f or gr a vit ati o n al w a v e
o b s er v ati o n s. 2 0 1 9.
[ 2 2 2] Cl ai r e S. Ye, We n-f ai F o n g, K yl e Kr e m er, C arl L. R o dri g u e z, S o ur a v C h att erj e e,
Gi a c o m o Fr a gi o n e, a n d Fr e d eri c A. R a si o. O n t h e R at e of N e utr o n St ar Bi n ar y
M er g er s fr o m Gl o b ul ar Cl u st er s. A st r o p h y s. J. , 8 8 8( 1): L 1 0, 2 0 2 0.
[ 2 2 3] Gi a c o m o Fr a gi o n e, A br a h a m L o e b, a n d Fr e d eri c A. R a si o. M er gi n g Bl a c k H ol e s i n t h e
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L o w- m a s s a n d Hi g h- m a s s G a p s fr o m 2 + 2 Q u a d r u pl e S y st e m s. 2 0 2 0.
[ 2 2 4] Willi a m E. E a st, Fr a n s Pr et ori u s, a n d Br a n s o n C. St e p h e n s. E c c e ntri c bl a c k h ol e-
n e utr o n st ar m er g er s: e ff e ct s of bl a c k h ol e s pi n a n d e q u ati o n of st at e. P h y s. R e v. D ,
8 5: 1 2 4 0 0 9, 2 0 1 2.
[ 2 2 5] F a bi o C a p el a, M a xi m P s hir k o v, a n d P et er Ti n y a k o v. C o n str ai nt s o n pri m or di al
bl a c k h ol e s a s d ar k m att er c a n di d at e s fr o m c a pt ur e b y n e utr o n st ar s. P h y s. R e v. ,
D 8 7( 1 2): 1 2 3 5 2 4, 2 0 1 3.
[ 2 2 6] G e o r g e M. F ull er, Al e x a n d er K u s e n k o, a n d V ol o d y m y r T a k hi st o v. P ri m or di al Bl a c k
H ol e s a n d r - Pr o c e s s N u cl e o s y nt h e si s. P h y s. R e v. L ett. , 1 1 9( 6): 0 6 1 1 0 1, 2 0 1 7.
[ 2 2 7] I. G ol d m a n a n d S. N u s si n o v. We a kl y I nt er a cti n g M a s si v e P a rti cl e s a n d N e utr o n St ar s.
P h y s. R e v. , D 4 0: 3 2 2 1 – 3 2 3 0, 1 9 8 9.
[ 2 2 8] J o s e p h Br a m a nt e a n d Ti m Li n d e n. D et e cti n g D ar k M att er wit h I m pl o di n g P ul s ar s i n
t h e G al a cti c C e nt er. P h y s. R e v. L ett. , 1 1 3( 1 9): 1 9 1 3 0 1, 2 0 1 4.
[ 2 2 9] J o s e p h B r a m a nt e, Ti m Li n d e n, a n d Y u- D ai T s ai. S e ar c hi n g f or d ar k m att er wit h
n e utr o n st ar m er g er s a n d q ui et kil o n o v a e. P h y s. R e v. , D 9 7( 5): 0 5 5 0 1 6, 2 0 1 8.
[ 2 3 0] Mi c h el e V alli s n eri. Pr o s p e ct s f or gr a vit ati o n al w a v e o b s er v ati o n s of n e utr o n st ar ti d al
di s r u pti o n i n n e utr o n st ar / bl a c k h ol e bi n ari e s. P h y s. R e v. L ett. , 8 4: 3 5 1 9, 2 0 0 0.
[ 2 3 1] h t t p s : / / d c c . l i g o . o r g / l i g o - T 1 8 0 0 1 3 3 / p u b l i c .
[ 2 3 2] B. P. A b b ott et al. Bi n ar y Bl a c k H ol e P o p ul ati o n Pr o p erti e s I nf err e d fr o m t h e Fi r st
a n d S e c o n d O b s er vi n g R u n s of A d v a n c e d LI G O a n d A d v a n c e d Vir g o. A st r o p h y s. J. ,
8 8 2( 2): L 2 4, 2 0 1 9.
[ 2 3 3] B. P. A b b ott et al. Te st s of G e n er al R el ati vit y wit h t h e Bi n ar y Bl a c k H ol e Si g n al s
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fr o m t h e LI G O- Vi r g o C at al o g G W T C- 1. P h y s. R e v. , D 1 0 0( 1 0): 1 0 4 0 3 6, 2 0 1 9.
[ 2 3 4] S al v at or e Vit al e, R y a n L y n c h, Ri c c ar d o St u r a ni, a n d P hili p Gr a ff. U s e of gr a vit ati o n al
w a v e s t o p r o b e t h e f or m ati o n c h a n n el s of c o m p a ct bi n ari e s. Cl a s s. Q u a nt. G r a v. ,
3 4( 3): 0 3 L T 0 1, 2 0 1 7.
[ 2 3 5] Will M. F a r r, Si m o n St e v e n s o n, M. C ol e m a n Mill er, Il y a M a n d el, B e n F arr, a n d
Al b ert o Ve c c hi o. Di sti n g ui s hi n g S pi n- Ali g n e d a n d I s otr o pi c Bl a c k H ol e P o p ul ati o n s
Wit h Gr a vit ati o n al W a v e s. N at u r e , 5 4 8: 4 2 6, 2 0 1 7.
[ 2 3 6] D a vi d e G er o s a a n d E m a n u el e B erti. Ar e m er gi n g bl a c k h ol e s b or n fr o m st ell ar c oll a p s e
o r p r e vi o u s m er g er s ? P h y s. R e v. , D 9 5( 1 2): 1 2 4 0 4 6, 2 0 1 7.
[ 2 3 7] M ar c u s E. L o w er, Eri c T hr a n e, P a ul D. L a s k y, a n d R or y S mit h. M e a s uri n g e c c e ntri cit y
i n bi n a r y bl a c k h ol e i n s pir al s wit h gr a vit ati o n al w a v e s. P h y s. R e v. , D 9 8( 8): 0 8 3 0 2 8,
2 0 1 8.
[ 2 3 8] M a y a Fi s h b a c h a n d D a ni el E. H ol z. W h er e Ar e LI G O’ s Bi g Bl a c k H ol e s ? A st r o p h y s.
J. , 8 5 1( 2): L 2 5, 2 0 1 7.
[ 2 3 9] D a ni el W y s o c ki, D a vi d e G er o s a, Ri c h ar d O’ S h a u g h n e s s y, Kr z y s zt of B el c z y n s ki, W oj-
ci e c h Gl a d y s z, E m a n u el e B erti, Mi c h a el K e s d e n, a n d D a ni el E. H ol z. E x pl ai ni n g LI G O’ s
o b s er v ati o n s vi a i s ol at e d bi n a r y e v ol uti o n wit h n at al ki c k s. P h y s. R e v. , D 9 7( 4): 0 4 3 0 1 4,
2 0 1 8.
[ 2 4 0] J a vi e r R o ul et a n d M ati a s Z al d a rri a g a. C o n str ai nt s o n bi n ar y bl a c k h ol e p o p ul ati o n s
fr o m LI G O – Vir g o d et e cti o n s. M o n. N ot. R o y. A st r o n. S o c. , 4 8 4( 3): 4 2 1 6 – 4 2 2 9, 2 0 1 9.
[ 2 4 1] C ol m T al b ot a n d Eri c T h r a n e. M e a s uri n g t h e bi n ar y bl a c k h ol e m a s s s p e ct r u m wit h
a n a str o p h y si c all y m oti v at e d p ar a m et e ri z ati o n. A st r o p h y s. J. , 8 5 6( 2): 1 7 3, 2 0 1 8.
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[ 2 4 2] D a ni el W y s o c ki, J a c o b L a n g e, a n d Ri c h ar d O’ S h a u g h n e s s y. R e c o n str u cti n g p h e-
n o m e n ol o gi c al di stri b uti o n s of c o m p a ct bi n ari e s vi a gr a vit ati o n al w a v e o b s e r v ati o n s.
P h y s. R e v. , D 1 0 0( 4): 0 4 3 0 1 2, 2 0 1 9.
[ 2 4 3] Kr z y s zt of B el c z y n s ki, Mi c h al D o mi ni k, T o m a s z B uli k, Ri c h ar d O’ S h a u g h n e s s y, C hri s
Fr y e r, a n d D a ni el E. H ol z. T h e e ff e ct of m et alli cit y o n t h e d et e cti o n pr o s p e ct s f or
gr a vit ati o n al w a v e s. T h e A st r o p h y si c al J o u r n al , 7 1 5( 2): L 1 3 8 – L 1 4 1, M a y 2 0 1 0.
[ 2 4 4] C arl L. R o dri g u e z, Mi c h a el Z e vi n, P a u A m ar o- S e o a n e, S o ur a v C h att erj e e, K yl e Kr e m er,
Fr e d e ri c A. R a si o, a n d Cl air e S. Ye. Bl a c k h ol e s: T h e n e xt g e n er ati o n —r e p e at e d
m er g er s i n d e n s e st ar cl u st er s a n d t h eir gr a vit ati o n al- w a v e pr o p erti e s. P h y s. R e v. ,
D 1 0 0( 4): 0 4 3 0 2 7, 2 0 1 9.
[ 2 4 5] Si m o n St e v e n s o n, Al ej a n dr o Vi g n a- G ó m e z, Il y a M a n d el, Ji m W. B arr ett, C o e n-
r a a d J. N eij s s el, D a vi d P e r ki n s, a n d S el m a E. d e Mi n k. F or m ati o n of t h e fir st t hr e e
g r a vit ati o n al- w a v e o b s er v ati o n s t hr o u g h i s ol at e d bi n ar y e v ol uti o n. 2 0 1 7. [ N at u r e
C o m m u n. 8, 1 4 9 0 6( 2 0 1 7)].
[ 2 4 6] Mi c h a el Z e vi n, C hri s P a n k o w, C arl L. R o d ri g u e z, L a u r a S a m p s o n, E v e C h a s e, V a s sili ki
K al o g e r a, a n d Fr e d eri c A. R a si o. C o n str ai ni n g F or m ati o n M o d el s of Bi n ar y Bl a c k
H ol e s wit h Gr a vit ati o n al- W a v e O b s er v ati o n s. A st r o p h y s. J. , 8 4 6( 1): 8 2, 2 0 1 7.
[ 2 4 7] Xi n gji a n g Z h u, Eri c T hr a n e, St ef a n O sl o w s ki, Y uri L e vi n, a n d P a ul D. L a s k y. I nf erri n g
t h e p o p ul ati o n pr o p erti e s of bi n ar y n e ut r o n st ar s wit h gr a vit ati o n al- w a v e m e a s ur e m e nt s
of s pi n. P h y s. R e v. , D 9 8: 0 4 3 0 0 2, 2 0 1 8.
[ 2 4 8] Al e x K ri z h e v s k y, Il y a S ut s k e v er, a n d G e o ffr e y Hi nt o n. I m a g e n et cl a s si fi c ati o n wit h
d e e p c o n v ol uti o n al n e ur al n et w or k s. N e u r al I nf o r m ati o n P r o c e s si n g S y st e m s , 2 5, 0 1
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2 0 1 2.
[ 2 4 9] I a n J. G o o df ell o w, J e a n P o u g et- A b a di e, M e h di Mir z a, Bi n g X u, D a vi d W ar d e- F a rl e y,
S h erjil O z air, A ar o n C o u r vill e, a n d Y o s h u a B e n gi o. G e n er ati v e A d v er s ari al N et w or k s.
a r Xi v e- p ri nt s , p a g e ar Xi v: 1 4 0 6. 2 6 6 1, J u n e 2 0 1 4.
[ 2 5 0] J. Ni c k oll s. S c al a bl e p ar all el pr o gr a m mi n g wit h c u d a i nt r o d u cti o n. I n 2 0 0 8 I E E E H ot
C hi p s 2 0 S y m p o si u m ( H C S ) , p a g e s 1 – 9, A u g u st 2 0 0 8.
[ 2 5 1] N o r m a n P. J o u p pi, Cli ff Y o u n g, Ni s h a nt P atil, D a vi d P att e r s o n, G a u r a v A gr a w al,
R a mi n d er B aj w a, S ar a h B at e s, S ur e s h B h ati a, N a n B o d e n, Al B or c h er s, Ri c k B o yl e,
Pi err e-l u c C a nti n, Cli ff or d C h a o, C hri s Cl a r k, J er e m y C ori ell, Mi k e D al e y, M att D a u,
J e ff r e y D e a n, B e n G el b, T ar a V a zir G h a e m m a g h a mi, R aj e n dr a G otti p ati, Willi a m
G ull a n d , R o b e rt H a g m a n n, C. Ri c h ar d H o, D o u g H o g b er g, J o h n H u, R o b ert H u n dt,
D a n H u rt, J uli a n I b ar z, A ar o n J a ff e y, Al e k J a w or s ki, Al e x a n d er K a pl a n, H ar s hit
K h ait a n, A n d y K o c h, N a v e e n K u m ar, St e v e L a c y, J a m e s L a u d o n, J a m e s L a w, Di e mt h u
L e, C h ri s L e ar y, Z h u y u a n Li u, K yl e L u c k e, Al a n L u n di n, G o r d o n M a c K e a n, A dri a n a
M a g gi or e, M air e M a h o n y, Ki er a n Mill er, R a h ul N a g ar aj a n, R a vi N ar a y a n a s w a mi, R a y
Ni, K at h y Ni x, T h o m a s N orri e, M ar k O m er ni c k, N ar a y a n a P e n u k o n d a, A n d y P h el p s,
J o n at h a n R o s s, M att R o s s, A mi r S al e k, E m a d S a m a di a ni, C h ri s S e v er n, Gr e g o r y
Si zi k o v, M att h e w S n el h a m, J e d S o ut e r, D a n St ei n b er g, A n d y S wi n g, M er c e d e s T a n,
G r e g o r y T h or s o n, B o Ti a n, H ori a T o m a, Eri c k T uttl e, Vij a y V a s u d e v a n, Ri c h ar d
W alt er, W alt e r W a n g, Eri c Wil c o x, a n d D o e H y u n Y o o n. I n- D at a c e nt er P erf or m a n c e
A n al y si s of a Te n s or Pr o c e s si n g U nit. a r Xi v e- p ri nt s , p a g e ar Xi v: 1 7 0 4. 0 4 7 6 0, A pril
2 0 1 7.
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[ 2 5 2] M a rtı́ n A b a di, A s hi s h A g ar w al, P a ul B ar h a m, E u g e n e Br e v d o, Z hif e n g C h e n, Cr ai g
Citr o, Gr e g S. C or r a d o, A n d y D a vi s, J e ffr e y D e a n, M att hi e u D e vi n, S a nj a y G h e m a w at,
I a n G o o df ell o w, A n dr e w H ar p, G e o ffr e y Ir vi n g, Mi c h a el I s ar d, Y a n g qi n g Ji a, R af al
J o z ef o wi c z, L u k a s z K ai s e r, M a nj u n at h K u dl u r, J o s h L e v e n b er g, D a n d eli o n M a n é,
R aj at M o n g a, S h err y M o or e, D er e k M urr a y, C h ri s Ol a h, Mi k e S c h u st er, J o n at h o n
S hl e n s, B e n oit St ei n er, Il y a S ut s k e v er, K u n al T al w ar, P a ul T u c k er, Vi n c e nt V a n h o u c k e,
Vij a y V a s u d e v a n, Fe r n a n d a Vi é g a s, O ri ol Vi n y al s, P et e W ar d e n, M arti n W att e n b er g,
M a rti n Wi c k e, Y u a n Y u, a n d Xi a o qi a n g Z h e n g. Te n s or Fl o w: L ar g e- s c al e m a c hi n e
l e ar ni n g o n h et e r o g e n e o u s s y st e m s, 2 0 1 5. S oft w ar e a v ail a bl e fr o m t e n s or fl o w. or g.
[ 2 5 3] A d a m P a s z k e, S a m Gr o s s, S o u mit h C hi nt al a, Gr e g o r y C h a n a n, E d w ar d Y a n g, Z a c h ar y
D e Vit o, Z e mi n g Li n, Al b a n D e s m ai s o n, L u c a A nti g a, a n d A d a m L er er. A ut o m ati c
di ff er e nti ati o n i n p yt or c h. 2 0 1 7.
[ 2 5 4] D a ni el G e o r g e a n d E. A. H u ert a. D e e p L e ar ni n g f or R e al-ti m e Gr a vit ati o n al W a v e
D et e cti o n a n d P ar a m et er E sti m ati o n: R e s ult s wit h A d v a n c e d LI G O D at a. P h y s. L ett. ,
B 7 7 8: 6 4 – 7 0, 2 0 1 8.
[ 2 5 5] R o b ert E. C ol g a n, K. R ai n er C orl e y, Ye n s o n L a u, I m r e B art o s, J o h n N. Wri g ht, Z s u z s a
M a r k a, a n d S z a b ol c s M ar k a. E ffi ci e nt Gr a vit ati o n al- w a v e Glit c h I d e nti fi c ati o n fr o m
E n vir o n m e nt al D at a T hr o u g h M a c hi n e L e ar ni n g. 2 0 1 9.
[ 2 5 6] G a bri el e V aj e nt e, Yi w e n H u a n g, M a xi mili a n o I si, J e n n e C. Dri g g er s, J e ffr e y S. Ki s s el,
M a r e k J. S z c z e p a n c z y k, a n d S al v at or e Vit al e. M a c hi n e-l e ar ni n g n o n- st ati o n ar y n oi s e
o ut of gr a vit ati o n al w a v e d et e ct or s. 2 0 1 9.
[ 2 5 7] H u nt e r G a b b ar d, Mi c h a el Willi a m s, Fer g u s H a y e s, a n d C hri s M e s s e n g er. M at c hi n g
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m at c h e d filt eri n g wit h d e e p n et w or k s f or gr a vit ati o n al- w a v e a str o n o m y. P h y s. R e v.
L ett. , 1 2 0( 1 4): 1 4 1 1 0 3, 2 0 1 8.
[ 2 5 8] C hri st o p h Dr ei s si g a c k er, R a h ul S h ar m a, C hri s M e s s e n g er, R ui ni n g Z h a o, a n d R ei n h ar d
P ri x. D e e p- L e ar ni n g C o nti n u o u s Gr a vit ati o n al W a v e s. P h y s. R e v. , D 1 0 0( 4): 0 4 4 0 0 9,
2 0 1 9.
[ 2 5 9] H u nt e r G a b b ar d, C h ri s M e s s e n g er, I k Si o n g H e n g, Fr a n c e s c o T o n oli ni, a n d R o d-
eri c k M urr a y- S mit h. B a y e si a n p ar a m et er e sti m ati o n u si n g c o n diti o n al v a ri ati o n al
a ut o e n c o d e r s f or gr a vit ati o n al- w a v e a str o n o m y. 2 0 1 9.
[ 2 6 0] St e p h e n R. Gr e e n, C hri sti n e Si m p s o n, a n d J o n at h a n G air. Gr a vit ati o n al- w a v e p ar a m-
et e r e sti m ati o n wit h a ut or e gr e s si v e n e ur al n et w or k fl o w s. 2 0 2 0.
[ 2 6 1] Al vi n J. K. C h u a a n d Mi c h el e V alli s n e ri. L e ar ni n g B a y e si a n p o st e ri or s wit h n e ur al
n et w or k s f or gr a vit ati o n al- w a v e i nf er e n c e. P h y s. R e v. L ett. , 1 2 4( 4): 0 4 1 1 0 2, 2 0 2 0.
[ 2 6 2] Mil e s D. Cr a n m er, Ri c h a r d G al v e z, L a ur e n A n d er s o n, D a vi d N. S p er g el, a n d S hirl e y
H o. M o d eli n g t h e g ai a c ol or- m a g nit u d e di a gr a m wit h b a y e si a n n e u r al fl o w s t o c o n str ai n
di st a n c e e sti m at e s.
[ 2 6 3] Si y u H e, Yi n Li, Y u Fe n g, S hirl e y H o, Si a m a k R a v a n b a k h s h, Wei C h e n, a n d B ar n a b á s
P ó c z o s. L e a r ni n g t o Pr e di ct t h e C o s m ol o gi c al Str u ct ur e F or m ati o n. P r o c. N at. A c a d.
S ci. , 1 1 6( 2 8): 1 3 8 2 5 – 1 3 8 3 2, 2 0 1 9.
[ 2 6 4] G e or g e P a p a m a k ari o s, T h e o P a vl a k o u, a n d I ai n M urr a y. M a s k e d A ut or e gr e s si v e Fl o w
f o r D e n sit y E sti m ati o n. a r Xi v e- p ri nt s , p a g e ar Xi v: 1 7 0 5. 0 7 0 5 7, M a y 2 0 1 7.
[ 2 6 5] Il y a M a n d el, Will M. F arr, a n d J o n at h a n R. G air. E xtr a cti n g di stri b uti o n p ar a m et e r s
f r o m m ulti pl e u n c ert ai n o b s er v ati o n s wit h s el e cti o n bi a s e s. M o n. N ot. R o y. A st r o n.
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S o c. , 4 8 6( 1): 1 0 8 6 – 1 0 9 3, 2 0 1 9.
[ 2 6 6] D a vi d W. H o g g, A d a m D. M y e r s, a n d J o B o v y. I nf erri n g t h e e c c e ntri cit y di stri b uti o n.
T h e A st r o p h y si c al J o u r n al , 7 2 5( 2): 2 1 6 6 – 2 1 7 5, D e c e m b e r 2 0 1 0.
[ 2 6 7] C h ri s P a n k o w, L a ur a S a m p s o n, L e a h P erri, E v e C h a s e, S c ott C o u g hli n, Mi c h a el
Z e vi n, a n d V a s sili ki K al o g er a. A str o p h y si c al Pri or I nf or m ati o n a n d Gr a vit ati o n al- w a v e
P a r a m et e r E sti m ati o n. A st r o p h y s. J. , 8 3 4( 2): 1 5 4, 2 0 1 7.
[ 2 6 8] S al v at o r e Vit al e, D a vi d e G er o s a, C arl- J o h a n H a st er, K at eri n a C h at zii o a n n o u, a n d
A ar o n Zi m m er m a n. I m p a ct of B a y e si a n Pri or s o n t h e C h a r a ct eri z ati o n of Bi n ar y Bl a c k
H ol e C o al e s c e n c e s. P h y s. R e v. L ett. , 1 1 9( 2 5): 2 5 1 1 0 3, 2 0 1 7.
[ 2 6 9] J. Veit c h et al. P ar a m et er e sti m ati o n f or c o m p a ct bi n ari e s wit h gr o u n d- b a s e d
gr a vit ati o n al- w a v e o b s er v ati o n s u si n g t h e L A LI nf er e n c e s oft w ar e li br ar y. P h y s. R e v. ,
D 9 1( 4): 0 4 2 0 0 3, 2 0 1 5.
[ 2 7 0] E ri c P oi s s o n a n d Cli ff or d M. Will. Gr a vit ati o n al w a v e s fr o m i n s pir ali n g c o m p a ct
bi n ari e s: P ar a m et er e sti m ati o n u si n g s e c o n d p o st N e wt o ni a n w a v e f or m s. P h y s. R e v. ,
D 5 2: 8 4 8 – 8 5 5, 1 9 9 5.
[ 2 7 1] T. Si d er y et al. R e c o n str u cti n g t h e s k y l o c ati o n of g r a vit ati o n al- w a v e d et e ct e d c o m p a ct
bi n a r y s y st e m s: m et h o d ol o g y f or t e sti n g a n d c o m p ari s o n. P h y s. R e v. , D 8 9( 8): 0 8 4 0 6 0,
2 0 1 4.
[ 2 7 2] J o n at h a n R. G air a n d C hri st o p h er J. M o or e. Q u a ntif yi n g a n d miti g ati n g bi a s i n
i nf er e n c e o n gr a vit ati o n al w a v e s o ur c e p o p ul ati o n s. P h y s. R e v. , D 9 1( 1 2): 1 2 4 0 6 2, 2 0 1 5.
[ 2 7 3] Mi c h el e V alli s n eri. U s e a n d a b u s e of t h e Fi s h er i nf or m ati o n m atri x i n t h e a s s e s s m e nt
of g r a vit ati o n al- w a v e p ar a m et er- e sti m ati o n pr o s p e ct s. P h y s. R e v. , D 7 7: 0 4 2 0 0 1, 2 0 0 8.
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[ 2 7 4] C. M e s s e n g er a n d J. Veit c h. A v oi di n g s el e cti o n bi a s i n gr a vit ati o n al w a v e a str o n o m y.
N e w J. P h y s. , 1 5: 0 5 3 0 2 7, 2 0 1 3.
[ 2 7 5] K e n K. Y. N g, S al v at or e Vit al e, A ar o n Zi m m er m a n, K at eri n a C h at zii o a n n o u, D a vi d e
G e r o s a, a n d C arl- J o h a n H a st er. G r a vit ati o n al- w a v e a str o p h y si c s wit h e ff e cti v e- s pi n
m e a s ur e m e nt s: a s y m m etri e s a n d s el e cti o n bi a s e s. P h y s. R e v. , D 9 8( 8): 0 8 3 0 0 7, 2 0 1 8.
[ 2 7 6] E st e b a n T a b a k a n d C ri sti n a V. T ur n er. A f a mil y of n o n p ar a m etri c d e n sit y e sti m ati o n
al g o rit h m s. C o m m u ni c ati o n s o n P u r e a n d A p pli e d M at h e m ati c s , 6 6( 2): 1 4 5 – 1 6 4, 2
2 0 1 3.
[ 2 7 7] L a u r e nt Di n h, D a vi d Kr u e g er, a n d Y o s h u a B e n gi o. NI C E: N o n-li n e ar I n d e p e n d e nt
C o m p o n e nt s E sti m ati o n. a r Xi v e- p ri nt s , p a g e ar Xi v: 1 4 1 0. 8 5 1 6, O ct o b er 2 0 1 4.
[ 2 7 8] L a u r e nt Di n h, J a s c h a S o hl- Di c k st ei n, a n d S a m y B e n gi o. D e n sit y e sti m ati o n u si n g
R e al N V P. a r Xi v e- p ri nt s , p a g e ar Xi v: 1 6 0 5. 0 8 8 0 3, M a y 2 0 1 6.
[ 2 7 9] Di e d e ri k P. Ki n g m a a n d Pr af ull a D h ari w al. Gl o w: G e n er ati v e Fl o w wit h I n v erti bl e
1 x 1 C o n v ol uti o n s. a r Xi v e- p ri nt s , p a g e a r Xi v: 1 8 0 7. 0 3 0 3 9, J ul y 2 0 1 8.
[ 2 8 0] Mi c h a Li v n e a n d D a vi d Fl e et. T z K: Fl o w- B a s e d C o n diti o n al G e n er ati v e M o d el. a r Xi v
e- p ri nt s , p a g e ar Xi v: 1 9 0 2. 0 1 8 9 3, Fe br u ar y 2 0 1 9.
[ 2 8 1] Di e d e ri k P Ki n g m a a n d M a x Welli n g. A ut o- E n c o di n g V ari ati o n al B a y e s. a r Xi v
e- p ri nt s , p a g e ar Xi v: 1 3 1 2. 6 1 1 4, D e c e m b er 2 0 1 3.
[ 2 8 2] E st e b a n G. T a b a k a n d Eri c V a n d e n- Eij n d e n. D e n sit y e sti m ati o n b y d u al a s c e nt of t h e
l o g-li k eli h o o d. C o m m u n. M at h. S ci. , 8( 1): 2 1 7 – 2 3 3, 0 3 2 0 1 0.
[ 2 8 3] D a nil o Ji m e n e z R e z e n d e a n d S h a kir M o h a m e d. V ari ati o n al I nf er e n c e wit h N or m ali zi n g
Fl o w s. a r Xi v e- p ri nt s , p a g e ar Xi v: 1 5 0 5. 0 5 7 7 0, M a y 2 0 1 5.
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[ 2 8 4] Y o s h u a B e n gi o a n d S a m y B e n gi o. M o d eli n g hi g h- di m e n si o n al di s cr et e d at a wit h
m ulti-l a y e r n e ur al n et w or k s. I n P r o c e e di n g s of t h e 1 2t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n
N e u r al I nf o r m ati o n P r o c e s si n g S y st e m s , NI P S’ 9 9, p a g e 4 0 0 – 4 0 6, C a m bri d g e, M A,
U S A, 1 9 9 9. MI T P r e s s.
[ 2 8 5] B e ni g n o Uri a, M ar c- Al e x a n dr e C ô t é, K a r ol G r e g o r, I ai n M urr a y, a n d H u g o L ar o c h ell e.
N e ur al A ut or e g r e s si v e Di stri b uti o n E sti m ati o n. a r Xi v e- p ri nt s , p a g e ar Xi v: 1 6 0 5. 0 2 2 2 6,
M a y 2 0 1 6.
[ 2 8 6] Di e d e ri k P. Ki n g m a, Ti m S ali m a n s, R af al J o z ef o wi c z, Xi C h e n, Il y a S ut s k e v er, a n d
M a x Welli n g. I m p r o vi n g V ari ati o n al I nf er e n c e wit h I n v er s e A ut or e gr e s si v e Fl o w. a r Xi v
e- p ri nt s , p a g e ar Xi v: 1 6 0 6. 0 4 9 3 4, J u n e 2 0 1 6.
[ 2 8 7] h t t p s : / / g i t h u b . c o m / i k o s t r i k o v / p y t o r c h - f l o w s .
[ 2 8 8] El y D. K o v et z, Ili a s C h oli s, P atri c k C. Br e y s s e, a n d M ar c K a mi o n k o w s ki. Bl a c k h ol e
m a s s f u n cti o n fr o m gr a vit ati o n al w a v e m e a s ur e m e nt s. P h y s. R e v. , D 9 5( 1 0): 1 0 3 0 1 0,
2 0 1 7.
[ 2 8 9] M. D. M c K a y, R. J. B e c k m a n, a n d W. J. C o n o v er. C o m p ari s o n of t hr e e m et h o d s f or
s el e cti n g v al u e s of i n p ut v ari a bl e s i n t h e a n al y si s of o ut p ut fr o m a c o m p ut er c o d e.
Te c h n o m et ri c s , 2 1( 2): 2 3 9 – 2 4 5, 1 9 7 9.
[ 2 9 0] Mi c h al D o mi ni k, E m a n u el e B erti, Ri c h ar d O’ S h a u g h n e s s y, Il y a M a n d el, Kr z y s zt of
B el c z y n s ki, C hri st o p h er Fr y er, D a ni el E. H ol z, T o m a s z B uli k, a n d Fr a n c e s c o P a n n ar al e.
D o u bl e C o m p a ct O bj e ct s III: Gr a vit ati o n al W a v e D et e cti o n R at e s. A st r o p h y s. J. ,
8 0 6( 2): 2 6 3, 2 0 1 5.
[ 2 9 1] Ji m W. B ar r ett, Il y a M a n d el, C o e nr a a d J. N eij s s el, Si m o n St e v e n s o n, a n d Al ej a n dr o
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Vi g n a- G o m e z. E x pl ori n g t h e P ar a m et e r S p a c e of C o m p a ct Bi n ar y P o p ul ati o n S y nt h e si s.
I A U S y m p. , 3 2 5: 4 6 – 5 0, 2 0 1 6.
[ 2 9 2] Ni c ol a Gi a c o b b o, Mi c h el a M a p elli, a n d M ari o S p er a. M er gi n g bl a c k h ol e bi n ari e s: t h e
e ff e ct s of pr o g e nit or’ s m et alli cit y, m a s s-l o s s r at e a n d E d di n gt o n f a ct or. M o n. N ot. R o y.
A st r o n. S o c. , 4 7 4( 3): 2 9 5 9 – 2 9 7 4, 2 0 1 8.
[ 2 9 3] K at el y n Br ei vi k et al. C O S MI C V ari a n c e i n Bi n ar y P o p ul ati o n S y nt h e si s. 2 0 1 9.
[ 2 9 4] J u a n Z a m u di o- Fer n a n d e z, At a k a n O k a n, Fr a n ci s c o Vill a e s c u s a- N a v arr o, S e d a Bil al o gl u,
A s e n a D eri n C e n gi z, Si y u H e, L a ur e n c e P err e a ult L e v a s s e u r, a n d S hirl e y H o. HI G A N:
C o s mi c N e utr al H y d r o g e n wit h G e n e r ati v e A d v er s ari al N et w or k s. 2 0 1 9.
[ 2 9 5] R. S. d e S o u z a, N. Y o s hi d a, a n d K. I o k a. P o p ul ati o n s III. 1 a n d III. 2 g a m m a-r a y b ur st s:
c o n st r ai nt s o n t h e e v e nt r at e f or f ut ur e r a di o a n d X- r a y s u r v e y s. A & A, 5 3 3: A 3 2,
S e pt e m b er 2 0 1 1.
[ 2 9 6] D. T h o r nt o n et al. A P o p ul ati o n of F a st R a di o B ur st s at C o s m ol o gi c al Di st a n c e s.
S ci e n c e , 3 4 1( 6 1 4 1): 5 3 – 5 6, 2 0 1 3.
[ 2 9 7] Gij s D. M ul d e r s, Il ari a P a s c u c ci, D á ni el A p ai, a n d Fr e d J. Ci e sl a. T h e E x o pl a n et
P o p ul ati o n O b s er v ati o n Si m ul at or. I. T h e I n n er E d g e s of Pl a n et ar y S y st e m s. A J,
1 5 6( 1): 2 4, J ul y 2 0 1 8.
[ 2 9 8] R. A b b ott et al. Te st s of G e n er al R el ati vit y wit h Bi n ar y Bl a c k H ol e s fr o m t h e s e c o n d
LI G O- Vi r g o Gr a vit ati o n al- W a v e Tr a n si e nt C at al o g. 1 0 2 0 2 0.
[ 2 9 9] A. P al m e s e et al. A st ati sti c al st a n d a r d sir e n m e a s ur e m e nt of t h e H u b bl e c o n st a nt
fr o m t h e LI G O / Vir g o gr a vit ati o n al w a v e c o m p a ct o bj e ct m er g e r G W 1 9 0 8 1 4 a n d D ar k
E n e r g y S u r v e y g al a xi e s. A st r o p h y s. J. , 9 0 0( 2): L 3 3, 2 0 2 0.
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[ 3 0 0] R o b ert F ar m er, M at hi e u R e n z o, S el m a d e Mi n k, M a y a Fi s h b a c h, a n d St e p h e n J u st h a m.
C o n st r ai nt s fr o m gr a vit ati o n al w a v e d et e cti o n s of bi n ar y bl a c k h ol e m er g er s o n t h e
1 2 C ( α, γ ) 1 6 O r at e. A st r o p h y s. J. , 9 0 2( 2): L 3 6, 2 0 2 0.
[ 3 0 1] Y a n n B o u ff a n ai s, Mi c h el a M a p elli, Fili p p o S a nt oli q ui d o, Ni c ol a Gi a c o b b o, Gi uli a n o
I ori o, a n d G u gli el m o C o st a. C o n str ai ni n g a c cr eti o n e ffi ci e n c y i n m a s si v e bi n ar y st a r s
wit h LI G O- Vir g o bl a c k h ol e s. 1 0 2 0 2 0.
[ 3 0 2] T h o m a s C alli st er, M a y a Fi s h b a c h, D a ni el H ol z, a n d Will F arr. S h o ut s a n d M ur m ur s:
C o m bi ni n g I n di vi d u al Gr a vit ati o n al- W a v e S o ur c e s wit h t h e St o c h a sti c B a c k gr o u n d t o
M e a s u r e t h e Hi st or y of Bi n ar y Bl a c k H ol e M er g er s. A st r o p h y s. J. L ett. , 8 9 6( 2): L 3 2,
2 0 2 0.
[ 3 0 3] Si m e o n Bir d, Ili a s C h oli s, J uli a n B. M u ñ o z, Y a ci n e Ali- H aı̈ m o u d, M a r c K a mi o n k o w s ki,
El y D. K o v et z, Al vi s e R a c c a n elli, a n d A d a m G. Ri e s s. Di d LI G O D et e ct D ar k M att er ?
P h y si c al R e vi e w L ett e r s , 1 1 6( 2 0), M a y 2 0 1 6.
[ 3 0 4] F a bi o A nt o ni ni, C arl L R o d ri g u e z, Cri st o b al P etr o vi c h, a n d C aitli n L Fi s c h er. Pr e-
c e s si o n al d y n a mi c s of bl a c k h ol e tri pl e s: bi n ar y m er g er s wit h n e ar- z er o e ff e cti v e s pi n.
M o nt hl y N oti c e s of t h e R o y al A st r o n o mi c al S o ci et y: L ett e r s , 4 8 0( 1): L 5 8 – L 6 2, O ct o b er
2 0 1 8.
[ 3 0 5] B a r r y M c K e r n a n, K. E. S a a vi k F or d, J. B ell o v ar y, N. W. C. L ei g h, Z. H ai m a n,
B. K o c si s, W. L yr a, M.- M. M a c L o w, B. M et z g er, M. O’ D o w d, S. E n dli c h, a n d D. J.
R o s e n. C o n str ai ni n g St ell ar- m a s s Bl a c k H ol e M er g er s i n A G N Di s k s D et e ct a bl e wit h
LI G O. T h e A st r o p h y si c al J o u r n al , 8 6 6( 1): 6 6, O ct o b er 2 0 1 8.
[ 3 0 6] Mi c h al D o mi ni k, K r z y s zt of B el c z y n s ki, C hri st o p h er Fr y er, D a ni el H ol z, E m a n u el e
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B e rti, T o m a s z B uli k, Il y a M a n d el, a n d Ri c h a r d O’ S h a u g h n e s s y. D o u bl e C o m p a ct
O bj e ct s I: T h e Si g ni fi c a n c e of t h e C o m m o n E n v el o p e o n M er g e r R at e s. A st r o p h y s. J. ,
7 5 9: 5 2, 2 0 1 2.
[ 3 0 7] K. B el c z y n s ki et al. E v ol uti o n ar y r o a d s l e a di n g t o l o w e ff e cti v e s pi n s, hi g h bl a c k h ol e
m a s s e s, a n d O 1 / O 2 r at e s f o r LI G O / Vi r g o bi n ar y bl a c k h ol e s. A st r o n. A st r o p h y s. ,
6 3 6: A 1 0 4, 2 0 2 0.
[ 3 0 8] C a rl L. R o d ri g u e z, P a u A m ar o- S e o a n e, S o u r a v C h att erj e e, a n d Fr e d eri c A. R a si o.
P o st- N e wt o ni a n D y n a mi c s i n D e n s e St ar Cl u st er s: Hi g hl y- E c c e ntri c, Hi g hl y- S pi n ni n g,
a n d R e p e at e d Bi n ar y Bl a c k H ol e M er g e r s. P h y s. R e v. L ett. , 1 2 0( 1 5): 1 5 1 1 0 1, 2 0 1 8.
[ 3 0 9] U g o N. Di C a rl o, Ni c ol a Gi a c o b b o, Mi c h el a M a p elli, M ari o P a s q u at o, M ari o S p er a,
L o n g W a n g, a n d Fr a n c e s c o H a ar dt. M er gi n g bl a c k h ol e s i n y o u n g st ar cl u st er s. M o n.
N ot. R o y. A st r o n. S o c. , 4 8 7( 2): 2 9 4 7 – 2 9 6 0, 2 0 1 9.
[ 3 1 0] C a rl L. R o dri g u e z, Mi c h a el Z e vi n, C hri s P a n k o w, V a silli ki K al o g e r a, a n d Fr e d eri c A.
R a si o. Ill u mi n ati n g Bl a c k H ol e Bi n ar y F or m ati o n C h a n n el s wit h S pi n s i n A d v a n c e d
LI G O. A st r o p h y s. J. L ett. , 8 3 2( 1): L 2, 2 0 1 6.
[ 3 1 1] Y. Qi n, T. Fr a g o s, G. M e y n et, J. A n dr e w s, M. S ør e n s e n, a n d H. F. S o n g. T h e s pi n
of t h e s e c o n d- b or n bl a c k h ol e i n c o al e s ci n g bi n ar y bl a c k h ol e s. A st r o n. A st r o p h y s. ,
6 1 6: A 2 8, 2 0 1 8.
[ 3 1 2] Si m o n e S. B a v er a, T a s s o s Fr a g o s, Yi n g Qi n, E m m a n o uil Z a p art a s, C o e nr a a d J. N eij s s el,
Il y a M a n d el, Al d o B att a, S e b a sti a n M. G a e b el, C h a s e Ki m b all, a n d Si m o n St e v e n s o n.
T h e o ri gi n of s pi n i n bi n ar y bl a c k h ol e s. Pr e di cti n g t h e di stri b uti o n s of t h e m ai n
o b s er v a bl e s of A d v a n c e d LI G O. A & A, 6 3 5: A 9 7, M ar c h 2 0 2 0.
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[ 3 1 3] Z o h e yr D o ct or, D a ni el W y s o c ki, Ri c h a r d O’ S h a u g h n e s s y, D a ni el E. H ol z, a n d B e n F arr.
Bl a c k H ol e C o a g ul ati o n: M o d eli n g Hi e r a r c hi c al M er g er s i n Bl a c k H ol e P o p ul ati o n s. 1 1
2 0 1 9.
[ 3 1 4] B. M c K e r n a n, K. E. S. F or d, R. O’ S h a u g n e s s y, a n d D. W y s o c ki. M o nt e C arl o
si m ul ati o n s of bl a c k h ol e m e r g er s i n A G N di s c s: L o w χ e f f m er g er s a n d pr e di cti o n s f or
LI G O. M N R A S, 4 9 4( 1): 1 2 0 3 – 1 2 1 6, A pril 2 0 2 0.
[ 3 1 5] S. E. W o o sl e y. P ul s ati o n al P air-I n st a bilit y S u p er n o v a e. A st r o p h y s. J. , 8 3 6( 2): 2 4 4,
2 0 1 7.
[ 3 1 6] R. F a r m e r, M. R e n z o, S. E. d e Mi n k, P. M ar c h a nt, a n d S. J u st h a m. Mi n d t h e g a p:
T h e l o c ati o n of t h e l o w er e d g e of t h e p air i n st a bilit y s u p e r n o v a e bl a c k h ol e m a s s g a p.
1 0 2 0 1 9.
[ 3 1 7] Y a n n B o u ff a n ai s, Mi c h el a M a p elli, D a vi d e G er o s a, U g o N. Di C arl o, Ni c ol a Gi a c o b b o,
E m a n u el e B erti, a n d Vi s h al B ai b h a v. C o n str ai ni n g t h e fr a cti o n of bi n ar y bl a c k h ol e s
f o r m e d i n i s ol ati o n a n d y o u n g st ar cl u st er s wit h gr a vit ati o n al- w a v e d at a. A st r o p h y s.
J. , 8 8 6( 1), 2 0 1 9.
[ 3 1 8] M o h a m m a dt a h er S af ar z a d e h. T h e b r a n c hi n g r ati o of LI G O bi n ar y bl a c k h ol e s. A st r o-
p h y s. J. L ett. , 8 9 2( 1): L 8, 2 0 2 0.
[ 3 1 9] K at el y n B r ei vi k, S c ott C o u g hli n, Mi c h a el Z e vi n, C arl L. R o dri g u e z, K yl e Kr e m e r,
Cl air e S. Ye, J e ff J. A n d r e w s, Mi c h a el K ur k o w s ki, M att h e w C. Di g m a n, S h a n e L.
L ar s o n, a n d Fr e d eri c A. R a si o. C O S MI C V ari a n c e i n Bi n ar y P o p ul ati o n S y nt h e si s.
A p J, 8 9 8( 1): 7 1, J ul y 2 0 2 0.
[ 3 2 0] J. R. H url e y, C. A. T o ut, a n d O. R. P ol s. E v ol uti o n of bi n ar y st ar s a n d t h e e ff e ct of
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ti d e s o n bi n ar y p o p ul ati o n s. M N R A S, 3 2 9: 8 9 7 – 9 2 8, Fe br u ar y 2 0 0 2.
[ 3 2 1] Mi c h a el Z e vi n, M ari o S p er a, C hri st o p h er P. L. B err y, a n d Vi c k y K al o g er a. E x pl ori n g
t h e L o w e r M a s s G a p a n d U n e q u al M a s s R e gi m e i n C o m p a ct Bi n ar y E v ol uti o n. A p J,
8 9 9( 1): L 1, A u g u st 2 0 2 0.
[ 3 2 2] P a v el Kr o u p a. O n t h e v ari ati o n of t h e i niti al m a s s f u n cti o n. M N R A S, 3 2 2( 2): 2 3 1 – 2 4 6,
A p ril 2 0 0 1.
[ 3 2 3] H. S a n a, S. E. d e Mi n k, A. d e K ot er, N. L a n g er, C. J. E v a n s, M. Gi el e s, E. G o s s et,
R. G. I z z ar d, J. B. L e B o u q ui n, a n d F. R. N. S c h n ei d er. Bi n ar y I nt er a cti o n D o mi n at e s
t h e E v ol uti o n of M a s si v e St ar s. S ci e n c e , 3 3 7( 6 0 9 3): 4 4 4, J ul y 2 0 1 2.
[ 3 2 4] M. R e n z o, E. Z a p art a s, S. E. d e Mi n k, Y. G ö t b e r g, S. J u st h a m, R. J. F a r m er, R. G.
I z z ar d, S. T o o n e n, a n d H. S a n a. M a s si v e r u n a w a y a n d w al k a w a y st ar s. A st u d y of t h e
ki n e m ati c al i m p ri nt s of t h e p h y si c al pr o c e s s e s g o v e r ni n g t h e e v ol uti o n a n d e x pl o si o n
of t h eir bi n a r y pr o g e nit or s. A & A, 6 2 4: A 6 6, A pril 2 0 1 9.
[ 3 2 5] N. I v a n o v a, S. J u st h a m, X. C h e n, O. D e M a r c o, C. L. Fr y er, E. G a b u r o v, H. G e,
E. Gl e b b e e k, Z. H a n, X. D. Li, G. L u, T. M ar s h, P. P o d si a dl o w s ki, A. P ott er, N. S o k e r,
R. T a a m, T. M. T a uri s, E. P. J. v a n d e n H e u v el, a n d R. F. We b bi n k. C o m m o n e n v el o p e
e v ol uti o n: w h er e w e st a n d a n d h o w w e c a n m o v e f or w ar d. A & A R e v., 2 1: 5 9, Fe br u ar y
2 0 1 3.
[ 3 2 6] J. S. W. Cl a e y s, O. R. P ol s, R. G. I z z ar d, J. Vi n k, a n d F. W. M. Ve r b u nt. T h e or eti c al
u n c e rt ai nti e s of t h e T y p e I a s u p er n o v a r at e. A & A, 5 6 3: A 8 3, M ar c h 2 0 1 4.
[ 3 2 7] M. Z o r ot o vi c, M. R. S c hr ei b er, B. T. G ä n si c k e, a n d A. N e b ot G ó m e z- M o r á n. P o st-
c o m m o n- e n v el o p e bi n ari e s fr o m S D S S. I X: C o n str ai ni n g t h e c o m m o n- e n v el o p e e ffi ci e n c y.
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A & A, 5 2 0: A 8 6, S e pt e m b er 2 0 1 0.
[ 3 2 8] O r s ol a D e M ar c o, J e a n- Cl a u d e P a s s y, M a x w ell M o e, F al k H er wi g, M or d e c ai- M ar k
M a c L o w, a n d Bill P a xt o n. O n t h e α f or m ali s m f or t h e c o m m o n e n v el o p e i nt er a cti o n.
M N R A S, 4 1 1( 4): 2 2 7 7 – 2 2 9 2, M ar c h 2 0 1 1.
[ 3 2 9] T a s s o s Fr a g o s, J e ff J. A n dr e w s, E nri c o R a mir e z- R ui z, G e or g e s M e y n et, Vi c k y K al o g er a,
R o n al d E. T a a m, a n d A n dr e a s Z e z a s. T h e C o m pl et e E v ol uti o n of a N e utr o n- st ar
Bi n ar y t h r o u g h a C o m m o n E n v el o p e P h a s e U si n g 1 D H y d r o d y n a mi c Si m ul ati o n s.
A p J, 8 8 3( 2): L 4 5, O ct o b er 2 0 1 9.
[ 3 3 0] N. Gr e v e s s e a n d A. J. S a u v al. St a n d ar d S ol ar C o m p o siti o n. S p a c e S ci. R e v., 8 5: 1 6 1 – 1 7 4,
M a y 1 9 9 8.
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T. Si d e r y, R. S mit h, M. V a n D er Sl u y s, A. Ve c c hi o, W. V o u s d e n, a n d L. W a d e.
P ar a m et er e sti m ati o n f or c o m p a ct bi n ari e s wit h gr o u n d- b a s e d gr a vit ati o n al- w a v e
o b s er v ati o n s u si n g t h e L A LI nf er e n c e s oft w ar e li br ar y. P R D, 9 1( 4): 0 4 2 0 0 3, Fe br u ar y
2 0 1 5.
[ 3 5 4] Mi c h el e V alli s n eri, J o n a h K a n n er, R o y Willi a m s, Al a n Wei n st ei n, a n d Br a n s o n
St e p h e n s. T h e LI G O O p e n S ci e n c e C e nt e r. I n J o u r n al of P h y si c s C o nf e r e n c e S e ri e s ,
v ol u m e 6 1 0 of J o u r n al of P h y si c s C o nf e r e n c e S e ri e s , p a g e 0 1 2 0 2 1, M a y 2 0 1 5.
[ 3 5 5] LI G O S ci e nti fi c C oll a b or ati o n a n d Vir g o C oll a b or ati o n, 2 0 1 9. h t t p s : / / d o i . o r g / 1 0 .
7 9 3 5 / K S X 7 - Q Q 5 1 .
[ 3 5 6] LI G O S ci e nti fi c C oll a b or ati o n a n d Vir g o C oll a b or ati o n, 2 0 1 9. h t t p s : / / d c c . l i g o .
o r g / L I G O - P 2 0 0 0 2 2 3 / p u b l i c .
[ 3 5 7] K yl e K r e m e r, S o ur a v C h att erj e e, Cl air e S. Ye, C arl L. R o dri g u e z, a n d Fr e d e ri c A.
R a si o. H o w I niti al Si z e G o v e r n s C or e C oll a p s e i n Gl o b ul ar Cl u st er s. A p J, 8 7 1( 1): 3 8,
J a n u ar y 2 0 1 9.
[ 3 5 8] Willi a m E. H arri s. A C at al o g of P ar a m et er s f or Gl o b ul ar Cl u st er s i n t h e Mil k y W a y.
A J, 1 1 2: 1 4 8 7, O ct o b er 1 9 9 6.
2 2 1
BI B LI O G R A P H Y
[ 3 5 9] Kr z y s zt of B el c z y n s ki, V a s sili ki K al o g er a, a n d T o m a s z B uli k. A C o m pr e h e n si v e St u d y
of Bi n a r y C o m p a ct O bj e ct s a s Gr a vit ati o n al W a v e S o ur c e s: E v ol uti o n a r y C h a n n el s,
R at e s, a n d P h y si c al Pr o p erti e s. A p J, 5 7 2( 1): 4 0 7 – 4 3 1, J u n e 2 0 0 2.
[ 3 6 0] K. B el c z y n s ki, J. Kl e n c ki, C. E. Fi el d s, A. Ol ej a k, E. B erti, G. M e y n et, C. L. Fr y er,
D. E. H ol z, R. O’ S h a u g h n e s s y, D. A. Br o w n, T. B uli k, S. C. L e u n g, K. N o m ot o,
P. M a d a u, R. Hir s c hi, E. K ai s er, S. J o n e s, S. M o n d al, M. C hr u sli n s k a, P. Dr o z d a,
D. G er o s a, Z. D o ct or, M. Gi e r s z, S. E k str o m, C. G e or g y, A. A s k a r, V. B ai b h a v,
D. W y s o c ki, T. N at a n, W. M. F arr, G. Wi kt or o wi c z, M. C ol e m a n Mill er, B. F arr, a n d
J. P. L a s ot a. E v ol uti o n ar y r o a d s l e a di n g t o l o w e ff e cti v e s pi n s, hi g h bl a c k h ol e m a s s e s,
a n d O 1 / O 2 r at e s f or LI G O / Vir g o bi n ar y bl a c k h ol e s. A & A, 6 3 6: A 1 0 4, A pril 2 0 2 0.
[ 3 6 1] L. A. C. v a n S o n, S. E. D e Mi n k, F. S. Br o e k g a ar d e n, M. R e n z o, S. J u st h a m, E. L a pl a c e,
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P er n a. Bl a c k h ol e a n d n e utr o n st ar m e r g e r s i n g al a cti c n u cl ei. M o n. N ot. R o y. A st r o n.
S o c. , 4 8 8( 1): 4 7 – 6 3, 2 0 1 9.
[ 3 8 5] A n n e M. G r e e n a n d Br a dl e y J. K a v a n a g h. Pri m or di al Bl a c k H ol e s a s a d ar k m att er
c a n di d at e. 7 2 0 2 0.
[ 3 8 6] Mi s a o S a s a ki, Ter u a ki S u y a m a, T a k a hir o T a n a k a, a n d S h ui c hir o Y o k o y a m a. Pri m or di al
Bl a c k H ol e S c e n ari o f or t h e Gr a vit ati o n al- W a v e E v e nt G W 1 5 0 9 1 4. P h y s. R e v. L ett. ,
1 1 7( 6): 0 6 1 1 0 1, 2 0 1 6. [ err at u m: P h y s. R e v. L ett. 1 2 1, n o. 5, 0 5 9 9 0 1( 2 0 1 8)].
[ 3 8 7] Si m e o n Bir d, Ili a s C h oli s, J uli a n B. M u ñ o z, Y a ci n e Ali- H aı̈ m o u d, M a r c K a mi o n k o w s ki,
El y D. K o v et z, Al vi s e R a c c a n elli, a n d A d a m G. Ri e s s. Di d LI G O d et e ct d ar k m att er ?
P h y s. R e v. L ett. , 1 1 6( 2 0): 2 0 1 3 0 1, 2 0 1 6.
[ 3 8 8] S e b a sti e n Cl e s s e a n d J u a n G ar cı́ a- B elli d o. T h e cl u st eri n g of m a s si v e Pri m or di al Bl a c k
H ol e s a s D ar k M att er: m e a s uri n g t h eir m a s s di st ri b uti o n wit h A d v a n c e d LI G O. P h y s.
D a r k U ni v. , 1 5: 1 4 2 – 1 4 7, 2 0 1 7.
[ 3 8 9] S ai W a n g, Yi- F a n W a n g, Qi n g- G u o H u a n g, a n d Tj o n ni e G. F. Li. C o n str ai nt s o n t h e
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P ri m o r di al Bl a c k H ol e A b u n d a n c e fr o m t h e Fir st A d v a n c e d LI G O O b s e r v ati o n R u n
U si n g t h e St o c h a sti c G r a vit ati o n al- W a v e B a c k gr o u n d. P h y s. R e v. L ett. , 1 2 0( 1 9): 1 9 1 1 0 2,
2 0 1 8.
[ 3 9 0] Y a ci n e Ali- H aı̈ m o u d, El y D. K o v et z, a n d M ar c K a mi o n k o w s ki. M e r g er r at e of pri m or-
di al bl a c k- h ol e bi n ari e s. P h y s. R e v. , D 9 6( 1 2): 1 2 3 5 2 3, 2 0 1 7.
[ 3 9 1] G e rt H ü t si, M a rtti R ai d al, a n d H ar di Ve er m ä e. S m all- s c al e str u ct u r e of pri m or di al
bl a c k h ol e d a r k m att er a n d it s i m pli c ati o n s f or a c cr eti o n. P h y s. R e v. D , 1 0 0( 8): 0 8 3 0 1 6,
2 0 1 9.
[ 3 9 2] Vill e V a s k o n e n a n d H ar di Ve er m ä e. L o w e r b o u n d o n t h e pri m or di al bl a c k h ol e m er g er
r at e. P h y s. R e v. D , 1 0 1( 4): 0 4 3 0 1 5, 2 0 2 0.
[ 3 9 3] V. D e L u c a, G. Fr a n ci oli ni, P. P a ni, a n d A. Ri ott o. Pri m or di al Bl a c k H ol e s C o nfr o nt
LI G O / Vi r g o d at a: C urr e nt sit u ati o n. J C A P , 0 6: 0 4 4, 2 0 2 0.
[ 3 9 4] K ar st e n J e d a m zi k. Pri m or di al Bl a c k H ol e D ar k M att e r a n d t h e LI G O / Vir g o o b s er v a-
ti o n s. J C A P , 0 9: 0 2 2, 2 0 2 0.
[ 3 9 5] K ar st e n J e d a m zi k. E vi d e n c e f or pri m or di al bl a c k h ol e d ar k m att er fr o m LI G O / Vir g o
m e r g e r r at e s. 7 2 0 2 0.
[ 3 9 6] Al e x H all, A n dr e w D. G o w, a n d C hri sti a n T. B yr n e s. B a y e si a n a n al y si s of LI G O- Vir g o
m e r g e r s: Pri m or di al v s. a st r o p h y si c al bl a c k h ol e p o p ul ati o n s. 8 2 0 2 0.
[ 3 9 7] V. D e L u c a, V. D e sj a c q u e s, G. Fr a n ci oli ni, P. P a ni, a n d A. Ri ott o. T h e G W 1 9 0 5 2 1
M a s s G a p E v e nt a n d t h e Pri m or di al Bl a c k H ol e S c e n ari o. 9 2 0 2 0.
[ 3 9 8] V. D e L u c a, V. D e sj a c q u e s, G. Fr a n ci oli ni, a n d A. Ri ott o. T h e Cl u st eri n g E v ol uti o n
of Pri m or di al Bl a c k H ol e s. 9 2 0 2 0.
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[ 3 9 9] S. Bli n ni k o v, A. D ol g o v, N. K. P or a y k o, a n d K. P o st n o v. S ol vi n g p u z zl e s of G W 1 5 0 9 1 4
b y p ri m o r di al bl a c k h ol e s. J C A P , 1 6 1 1: 0 3 6, 2 0 1 6.
[ 4 0 0] P. I v a n o v, P. N a s el s k y, a n d I. N o vi k o v. I n fl ati o n a n d pri m or di al bl a c k h ol e s a s d ar k
m att er. P h y s. R e v. D , 5 0: 7 1 7 3 – 7 1 7 8, 1 9 9 4.
[ 4 0 1] P. I v a n o v. N o nli n e ar m etri c p ert ur b ati o n s a n d pr o d u cti o n of pri m or di al bl a c k h ol e s.
P h y s. R e v. D , 5 7: 7 1 4 5 – 7 1 5 4, 1 9 9 8.
[ 4 0 2] Al e x a n d r e D ol g o v a n d J o s e p h Sil k. B ar y o n i s o c ur v at ur e fl u ct u ati o n s at s m all s c al e s
a n d b ar y o ni c d ar k m att er. P h y s. R e v. D , 4 7: 4 2 4 4 – 4 2 5 5, 1 9 9 3.
[ 4 0 3] B e r n a r d C arr, M artti R ai d al, T o m mi Te n k a n e n, Vill e V a s k o n e n, a n d H ar di Ve er m ä e.
P ri m o r di al bl a c k h ol e c o n str ai nt s f o r e xt e n d e d m a s s f u n cti o n s. P h y s. R e v. ,
D 9 6( 2): 0 2 3 5 1 4, 2 0 1 7.
[ 4 0 4] J a m e s M. B ar d e e n, J. R. B o n d, Ni c k K ai s er, a n d A. S. S z al a y. T h e St ati sti c s of P e a k s
of G a u s si a n R a n d o m Fi el d s. A st r o p h y s. J. , 3 0 4: 1 5 – 6 1, 1 9 8 6.
[ 4 0 5] V. D e L u c a, V. D e sj a c q u e s, G. Fr a n ci oli ni, A. M al h otr a, a n d A. Ri ott o. T h e i niti al
s pi n pr o b a bilit y di stri b uti o n of pri m or di al bl a c k h ol e s. J C A P , 1 9 0 5: 0 1 8, 2 0 1 9.
[ 4 0 6] M e h r d a d Mir b a b a yi, A n dr ei G r u zi n o v, a n d J or g e N or e ñ a. S pi n of P ri m or di al Bl a c k
H ol e s. J C A P , 2 0 0 3: 0 1 7, 2 0 2 0.
[ 4 0 7] M a s si m o Ri c otti. B o n di a c cr eti o n i n t h e e arl y u ni v er s e. A st r o p h y s. J. , 6 6 2: 5 3 – 6 1, 2 0 0 7.
[ 4 0 8] M a s si m o Ri c otti, J er e mi a h P. O stri k er, a n d K at h eri n e J. M a c k. E ff e ct of Pri m or di al
Bl a c k H ol e s o n t h e C o s mi c Mi cr o w a v e B a c k gr o u n d a n d C o s m ol o gi c al P ar a m et er
E sti m at e s. A st r o p h y s. J. , 6 8 0: 8 2 9, 2 0 0 8.
[ 4 0 9] J a r e d R. Ri c e a n d Bi n g Z h a n g. C o s m ol o gi c al e v ol uti o n of pri m or di al bl a c k h ol e s.
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J H E A p , 1 3- 1 4: 2 2 – 3 1, 2 0 1 7.
[ 4 1 0] E m a n u el e B e rti a n d M art a V ol o nt eri. C o s m ol o gi c al bl a c k h ol e s pi n e v ol uti o n b y
m er g er s a n d a c c r eti o n. A st r o p h y s. J. , 6 8 4: 8 2 2 – 8 2 8, 2 0 0 8.
[ 4 1 1] Al ej a n d r o Cr u z- O s ori o a n d L u ci a n o R e z z oll a. C o m m o n- e n v el o p e D y n a mi c s of a
St ell ar- m a s s Bl a c k H ol e: G e n er al R el ati vi sti c Si m ul ati o n s. A st r o p h y s. J. , 8 9 4( 2): 1 4 7,
2 0 2 0.
[ 4 1 2] J uli a n A d a m e k, C hri sti a n T. B y r n e s, M at ej a G o s e n c a, a n d S h a u n H ot c h ki s s. WI M P s
a n d st ell ar- m a s s pri m or di al bl a c k h ol e s ar e i n c o m p ati bl e. P h y s. R e v. , D 1 0 0( 2): 0 2 3 5 0 6,
2 0 1 9.
[ 4 1 3] K at h e ri n e J. M a c k, J er e mi a h P. O stri k er, a n d M a s si m o Ri c otti. Gr o wt h of str u ct u r e
s e e d e d b y pri m or di al bl a c k h ol e s. A st r o p h y s. J. , 6 6 5: 1 2 7 7 – 1 2 8 7, 2 0 0 7.
[ 4 1 4] G. H a si n g e r. Ill u mi n ati n g t h e d ar k a g e s: C o s mi c b a c k gr o u n d s f r o m a c c r eti o n o nt o
pri m or di al bl a c k h ol e d ar k m att er. 2 0 2 0.
[ 4 1 5] G e rt H ü t si, M a rtti R ai d al, a n d H ar di Ve er m ä e. S m all- s c al e str u ct u r e of pri m or di al
bl a c k h ol e d a r k m att er a n d it s i m pli c ati o n s f or a c cr eti o n. P h y s. R e v. D , 1 0 0( 8): 0 8 3 0 1 6,
2 0 1 9.
[ 4 1 6] S. P e n g O h a n d Z olt a n H ai m a n. F o s sil HII r e gi o n s: S elf-li miti n g st ar f or m ati o n at
hi g h r e d s hift. M o n. N ot. R o y. A st r o n. S o c. , 3 4 6: 4 5 6, 2 0 0 3.
[ 4 1 7] Y a ci n e Ali- H aı̈ m o u d a n d M a r c K a mi o n k o w s ki. C o s mi c mi cr o w a v e b a c k gr o u n d li mit s
o n a c c r eti n g pri m or di al bl a c k h ol e s. P h y s. R e v. D , 9 5( 4): 0 4 3 5 3 4, 2 0 1 7.
[ 4 1 8] V al e nti B o s c h- R a m o n a n d Ni c ol a B ell o m o. M e c h a ni c al f e e d b a c k e ff e ct s o n pri m or di al
bl a c k h ol e a c cr eti o n. A st r o n. A st r o p h y s. , 6 3 8: A 1 3 2, 2 0 2 0.
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[ 4 1 9] L a n g Li u, Z o n g- K u a n G u o, a n d R o n g- G e n C ai. E ff e ct s of t h e m er g er hi st or y o n t h e
m er g er r at e d e n sit y of p ri m or di al bl a c k h ol e bi n ari e s. E u r. P h y s. J. , C 7 9( 8): 7 1 7, 2 0 1 9.
[ 4 2 0] Y o u W u. M er g er hi st or y of p ri m or di al bl a c k- h ol e bi n a ri e s. P h y s. R e v. , D 1 0 1( 8): 0 8 3 0 0 8,
2 0 2 0.
[ 4 2 1] M a y a Fi s h b a c h, D a ni el E. H ol z, a n d B e n F arr. Ar e LI G O’ s Bl a c k H ol e s M a d e Fr o m
S m all er Bl a c k H ol e s ? A st r o p h y s. J. L ett. , 8 4 0( 2): L 2 4, 2 0 1 7.
[ 4 2 2] C h a s e Ki m b all, C ol m T al b ot, C hri st o p h er P. L. B err y, M att h e w C ar n e y, Mi c h a el
Z e vi n, Eri c T hr a n e, a n d Vi c k y K al o g er a. Bl a c k h ol e g e n e al o g y: I d e ntif yi n g hi er ar c hi c al
m e r g e r s wit h gr a vit ati o n al w a v e s. A st r o p h y s. J. , 9 0 0( 2): 1 7 7, 2 0 2 0.
[ 4 2 3] E m a n u el e B e rti a n d M art a V ol o nt eri. C o s m ol o gi c al bl a c k h ol e s pi n e v ol uti o n b y
m er g er s a n d a c c r eti o n. A st r o p h y s. J. , 6 8 4: 8 2 2 – 8 2 8, 2 0 0 8.
[ 4 2 4] N. I. S h a k u r a a n d R. A. S u n y a e v. Bl a c k h ol e s i n bi n ar y s y st e m s. O b s er v ati o n al
a p p e ar a n c e. A st r o n. A st r o p h y s. , 2 4: 3 3 7 – 3 5 5, 1 9 7 3.
[ 4 2 5] I. D. N o vi k o v a n d K. S. T h or n e. A str o p h y si c s of bl a c k h ol e s. I n Bl a c k H ol e s ( L e s
A st r e s O c cl u s ) , p a g e s 3 4 3 – 4 5 0, J a n u ar y 1 9 7 3.
[ 4 2 6] J a m e s M. B a r d e e n, Willi a m H. Pr e s s, a n d S a ul A Te u k ol s k y. R ot ati n g bl a c k h ol e s:
L o c all y n o nr ot ati n g fr a m e s, e n e r g y e xtr a cti o n, a n d s c al ar s y n c hr otr o n r a di ati o n.
A st r o p h y s. J. , 1 7 8: 3 4 7, 1 9 7 2.
[ 4 2 7] Ri c h a r d B rit o, Vit or C ar d o s o, a n d P a ol o P a ni. Bl a c k h ol e s a s p arti cl e d et e ct or s:
e v ol uti o n of s u p err a di a nt i n st a biliti e s. Cl a s s. Q u a nt. G r a v. , 3 2( 1 3): 1 3 4 0 0 1, 2 0 1 5.
[ 4 2 8] M art a V ol o nt eri, Pi er o M a d a u, Eli ot Q u at a ert, a n d M arti n J. R e e s. T h e Di stri b uti o n
a n d c o s mi c e v ol uti o n of m a s si v e bl a c k h ol e s pi n s. A st r o p h y s. J.
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[ 4 2 9] Ki p S. T h o r n e. Di s k a c cr eti o n o nt o a bl a c k h ol e. 2. E v ol uti o n of t h e h ol e. A st r o p h y s.
J. , 1 9 1: 5 0 7 – 5 2 0, 1 9 7 4.
[ 4 3 0] C h a rl e s F. G a m mi e, St u art L. S h a pir o, a n d J o n at h a n C. M c Ki n n e y. Bl a c k h ol e s pi n
e v ol uti o n. A st r o p h y s. J. , 6 0 2: 3 1 2 – 3 1 9, 2 0 0 4.
[ 4 3 1] R a m e s h N ar a y a n a n d I n s u Yi. A d v e cti o n d o mi n at e d a c cr eti o n: U n d erf e d bl a c k h ol e s
a n d n e utr o n st ar s. A st r o p h y s. J. , 4 5 2: 7 1 0, 1 9 9 5.
[ 4 3 2] M. A. A b r a m o wi c z, B. C z er n y, J. P. L a s ot a, a n d E. S z u s z ki e wi c z. Sli m A c cr eti o n
Di s k s. A p J, 3 3 2: 6 4 6, S e pt e m b er 1 9 8 8.
[ 4 3 3] D a vi d e G e r o s a, Mi c h a el K e s d e n, E m a n u el e B erti, Ri c h a r d O’ S h a u g h n e s s y, a n d Ulri c h
S p e r h a k e. R e s o n a nt- pl a n e l o c ki n g a n d s pi n ali g n m e nt i n st ell ar- m a s s bl a c k- h ol e
bi n ari e s: a di a g n o sti c of c o m p a ct- bi n ar y f o r m ati o n. P h y s. R e v. , D 8 7: 1 0 4 0 2 8, 2 0 1 3.
[ 4 3 4] D a vi d e G er o s a, E m a n u el e B e rti, Ri c h ar d O’ S h a u g h n e s s y, Kr z y s zt of B el c z y n s ki, Mi c h a el
K e s d e n, D a ni el W y s o c ki, a n d W oj ci e c h Gl a d y s z. S pi n ori e nt ati o n s of m e r gi n g bl a c k
h ol e s f or m e d f r o m t h e e v ol uti o n of st ell ar bi n ari e s. P h y s. R e v. , D 9 8( 8): 0 8 4 0 3 6, 2 0 1 8.
[ 4 3 5] N at h a n St ei nl e a n d Mi c h a el K e s d e n. P at h w a y s f or pr o d u ci n g bi n ar y bl a c k h ol e s wit h
l a r g e mi s ali g n e d s pi n s i n t h e i s ol at e d f o r m ati o n c h a n n el. 2 0 2 0.
[ 4 3 6] Y a ci n e Ali- H aı̈ m o u d. C o r r el ati o n F u n cti o n of Hi g h- T hr e s h ol d R e gi o n s a n d A p pli c ati o n
t o t h e I niti al S m all- S c al e Cl u st eri n g of Pri m or di al Bl a c k H ol e s. P h y s. R e v. L ett. ,
1 2 1( 8): 0 8 1 3 0 4, 2 0 1 8.
[ 4 3 7] Vi n c e nt D e sj a c q u e s a n d A nt o ni o Ri ott o. S p ati al cl u st eri n g of pri m or di al bl a c k h ol e s.
P h y s. R e v. D , 9 8( 1 2): 1 2 3 5 3 3, 2 0 1 8.
[ 4 3 8] G uill e r m o B all e st er o s, P a s q u al e D. S er pi c o, a n d M ar c o T a o s o. O n t h e m er g er r at e
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of p ri m o r di al bl a c k h ol e s: e ff e ct s of n e ar e st n ei g h b o ur s di stri b uti o n a n d cl u st eri n g.
J C A P , 1 0: 0 4 3, 2 0 1 8.
[ 4 3 9] A z a d e h M or a di n e z h a d Di z g a h, G a bri el e Fr a n ci oli ni, a n d A nt o ni o Ri ott o. Pri m or di al
Bl a c k H ol e s fr o m Br o a d S p e ctr a: A b u n d a n c e a n d Cl u st eri n g. J C A P , 1 1: 0 0 1, 2 0 1 9.
[ 4 4 0] A n d r e a C a p ut o, L a u r a S b er n a, Al e x a n dr e T o u bi a n a, St a ni sl a v B a b a k, E nri c o B a-
r a u s s e, S yl v ai n M ar s at, a n d P a ol o P a ni. Gr a vit ati o n al- w a v e d et e cti o n a n d p ar a m et er
e sti m ati o n f or a c cr eti n g bl a c k- h ol e bi n ari e s a n d t h eir el e ctr o m a g n eti c c o u nt er p a rt.
2 0 2 0.
[ 4 4 1] P. C. P et er s a n d J. M at h e w s. Gr a vit ati o n al r a di ati o n fr o m p oi nt m a s s e s i n a K e pl e ri a n
o r bit. P h y s. R e v. , 1 3 1: 4 3 5 – 4 3 9, 1 9 6 3.
[ 4 4 2] P. C. P et e r s. Gr a vit ati o n al R a di ati o n a n d t h e M oti o n of T w o P oi nt M a s s e s. P h y s.
R e v. , 1 3 6: B 1 2 2 4 – B 1 2 3 2, 1 9 6 4.
[ 4 4 3] D er e k I n m a n a n d Y a ci n e Ali- H aı̈ m o u d. E a rl y st r u ct ur e f or m ati o n i n pri m or di al bl a c k
h ol e c o s m ol o gi e s. P h y s. R e v. D , 1 0 0( 8): 0 8 3 5 2 8, 2 0 1 9.
[ 4 4 4] S al v at or e Vit al e. O n e, N o O n e, a n d O n e H u n dr e d T h o u s a n d – I nf er ri n g t h e pr o p erti e s
of a p o p ul ati o n i n pr e s e n c e of s el e cti o n e ff e ct s. 2 0 2 0.
[ 4 4 5] S. B h a g w at, V. D e L u c a, G. Fr a n ci oli ni, P. P a ni, a n d A. Ri ott o. T h e I m p ort a n c e of
Pri or s o n LI G O- Vir g o P ar a m et e r E sti m ati o n: t h e C a s e of Pri m or di al Bl a c k H ol e s. 8
2 0 2 0.
[ 4 4 6] h t t p s : / / d c c . l i g o . o r g / L I G O - P 2 0 0 0 2 1 7 / p u b l i c .
[ 4 4 7] K a z e W. K. W o n g, K e n K. Y. N g, a n d E m a n u el e B erti. Gr a vit ati o n al- w a v e si g n al-t o-
n oi s e i nt e r p ol ati o n vi a n e ur al n et w or k s. 7 2 0 2 0.
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[ 4 4 8] h t t p s : / / d c c . l i g o . o r g / L I G O - P 1 8 0 0 3 7 0 / p u b l i c .
[ 4 4 9] h t t p s : / / d c c . l i g o . o r g / L I G O - P 2 0 0 0 2 2 3 / p u b l i c .
[ 4 5 0] A. D. D ol g o v, A. G. K u r a n o v, N. A. Miti c h ki n, S. P o r e y, K. A. P o st n o v, O. S. S a z hi n a,
a n d I. V. Si m ki n. O n m a s s di stri b uti o n of c o al e s ci n g bl a c k h ol e s. 5 2 0 2 0.
[ 4 5 1] Pi er o M a d a u a n d M ar k Di c ki n s o n. C o s mi c St ar F or m ati o n Hi st or y. A n n. R e v. A st r o n.
A st r o p h y s. , 5 2: 4 1 5 – 4 8 6, 2 0 1 4.
[ 4 5 2] B. S. S at h y a p r a k a s h et al. E xtr e m e Gr a vit y a n d F u n d a m e nt al P h y si c s. 3 2 0 1 9.
[ 4 5 3] P a s q u al e D. S e r pi c o, Vi vi a n P o uli n, D er e k I n m a n, a n d K a z u n ori K o hri. C o s mi c
mi cr o w a v e b a c k gr o u n d b o u n d s o n p ri m or di al bl a c k h ol e s i n cl u di n g d ar k m att e r h al o
a c cr eti o n. P h y s. R e v. R e s. , 2( 2): 0 2 3 2 0 4, 2 0 2 0.
[ 4 5 4] D a ni el e G a g g er o, Gi a nfr a n c o B ert o n e, Fr a n c e s c a C al or e, Ril e y M. T. C o n n or s, M ar k
L o v ell, S er a M ar k o ff, a n d E m m a St or m. S e ar c hi n g f or Pri m or di al Bl a c k H ol e s i n t h e
r a di o a n d X- r a y s k y. P h y s. R e v. L ett. , 1 1 8( 2 4): 2 4 1 1 0 1, 2 0 1 7.
[ 4 5 5] J uli e n M a n s h a n d e n, D a ni el e G a g g er o, Gi a nfr a n c o B ert o n e, Ril e y M. T. C o n n or s, a n d
M a s si m o Ri c otti. M ulti- w a v el e n gt h a str o n o mi c al s e ar c h e s f or pri m or di al bl a c k h ol e s.
J C A P , 0 6: 0 2 6, 2 0 1 9.
[ 4 5 6] Y o s hi y u ki I n o u e a n d Al e x a n d er K u s e n k o. N e w X-r a y b o u n d o n d e n sit y of pri m or di al
bl a c k h ol e s. J C A P , 1 7 1 0: 0 3 4, 2 0 1 7.
[ 4 5 7] P hili p L u, V ol o d y m yr T a k hi st o v, G r a ci el a B. G el mi ni, K o h ei H a y a s hi, Y o s hi y u ki I n o u e,
a n d Al e x a n d er K u s e n k o. C o n str ai ni n g Pri m or di al Bl a c k H ol e s wit h D w arf G al a x y
H e ati n g. 7 2 0 2 0.
[ 4 5 8] R. A. All s m a n et al. M A C H O pr oj e ct li mit s o n bl a c k h ol e d ar k m att er i n t h e 1- 3 0
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s ol ar m a s s r a n g e. A st r o p h y s. J. L ett. , 5 5 0: L 1 6 9, 2 0 0 1.
[ 4 5 9] M a s a m u n e O g uri, J o s e M. Di e g o, Ni c k K ai s er, P atri c k L. K ell y, a n d T o m Br o a d h ur st.
U n d e r st a n di n g c a u sti c cr o s si n g s i n gi a nt ar c s: c h ar a ct eri sti c s c al e s, e v e nt r at e s, a n d
c o n str ai nt s o n c o m p a ct d ar k m att e r. P h y s. R e v. , D 9 7( 2): 0 2 3 5 1 8, 2 0 1 8.
[ 4 6 0] Hi r o k o Nii k ur a, M a s a hir o T a k a d a, S h ui c hir o Y o k o y a m a, T a k a hir o S u mi, a n d S h o g o
M a s a ki. C o n str ai nt s o n E a rt h- m a s s pri m or di al bl a c k h ol e s fr o m O G L E 5- y e ar mi-
cr ol e n si n g e v e nt s. P h y s. R e v. D , 9 9( 8): 0 8 3 5 0 3, 2 0 1 9.
[ 4 6 1] Z u- C h e n g C h e n, C h e n Y u a n, a n d Qi n g- G u o H u a n g. P ul s ar Ti mi n g Ar r a y C o n str ai nt s
o n P ri m o r di al Bl a c k H ol e s wit h N A N O Gr a v 1 1- Ye ar D at a S et. P h y s. R e v. L ett. ,
1 2 4( 2 5): 2 5 1 1 0 1, 2 0 2 0.
[ 4 6 2] T o m o hi r o N a k a m a, J o s e p h Sil k, a n d M ar c K a mi o n k o w s ki. St o c h a sti c g r a vit ati o n al
w a v e s a s s o ci at e d wit h t h e f or m ati o n of pri m or di al bl a c k h ol e s. P h y s. R e v. D ,
9 5( 4): 0 4 3 5 1 1, 2 0 1 7.
[ 4 6 3] J u a n G ar ci a- B elli d o, M ar c o P el o s o, a n d C a n er U n al. Gr a vit ati o n al W a v e si g n at u r e s of
i n fl ati o n ar y m o d el s fr o m Pri m or di al Bl a c k H ol e D ar k M att er. J C A P , 0 9: 0 1 3, 2 0 1 7.
[ 4 6 4] R o n g- g e n C ai, S hi Pi, a n d Mi s a o S a s a ki. Gr a vit ati o n al W a v e s I n d u c e d b y n o n- G a u s si a n
S c al a r P e rt ur b ati o n s. P h y s. R e v. L ett. , 1 2 2( 2 0): 2 0 1 1 0 1, 2 0 1 9.
[ 4 6 5] C a n er U n al. I m pri nt s of Pri m or di al N o n- G a u s si a nit y o n G r a vit ati o n al W a v e S p e ctr u m.
P h y s. R e v. D , 9 9( 4): 0 4 1 3 0 1, 2 0 1 9.
[ 4 6 6] R o n g- G e n C ai, S hi Pi, S h a o- Ji a n g W a n g, a n d Xi n g- Y u Y a n g. P ul s ar Ti mi n g Arr a y
C o n str ai nt s o n t h e I n d u c e d Gr a vit ati o n al W a v e s. J C A P , 1 0: 0 5 9, 2 0 1 9.
[ 4 6 7] Z a v e n Ar z o u m a ni a n et al. T h e N A N O Gr a v 1 2. 5- y e ar D at a S et: S e ar c h F or A n I s otr o pi c
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St o c h a sti c Gr a vit ati o n al- W a v e B a c k gr o u n d. 9 2 0 2 0.
[ 4 6 8] V. D e L u c a, G. Fr a n ci oli ni, a n d A. Ri ott o. N A N O Gr a v Hi nt s t o Pri m or di al Bl a c k
H ol e s a s D ar k M att er. 9 2 0 2 0.
[ 4 6 9] Vill e V a s k o n e n a n d H ar di Ve er m ä e. Di d N A N O G r a v s e e a si g n al fr o m pri m or di al
bl a c k h ol e f or m ati o n ? 9 2 0 2 0.
[ 4 7 0] K a z u n ori K o h ri a n d T a k a hir o Ter a d a. P o s si bl e S ol ar- M a s s Pri m or di al Bl a c k H ol e s f or
N A N O G r a v Hi nt of Gr a vit ati o n al W a v e s. 9 2 0 2 0.
[ 4 7 1] G uill e m D o m è n e c h a n d S hi Pi. N A N O G r a v Hi nt s o n Pl a n et- M a s s P ri m or di al Bl a c k
H ol e s. 1 0 2 0 2 0.
[ 4 7 2] S u n a o S u gi y a m a, V ol o d y m yr T a k hi st o v, E d o ar d o Vit a gli a n o, Al e x a n d er K u s e n k o,
Mi s a o S a s a ki, a n d M a s a hi r o T a k a d a. Te sti n g St o c h a sti c Gr a vit ati o n al W a v e Si g n al s
fr o m Pri m or di al Bl a c k H ol e s wit h O pti c al Tel e s c o p e s. 1 0 2 0 2 0.
[ 4 7 3] Al b ert o S e s a n a, Fr a n c e s c o H a a r dt, Pi er o M a d a u, a n d M art a V ol o nt eri. L o w - fr e q u e n c y
g r a vit ati o n al r a di ati o n fr o m c o al e s ci n g m a s si v e bl a c k h ol e bi n ari e s i n hi er ar c hi c al
c o s m ol o gi e s. A st r o p h y s. J. , 6 1 1: 6 2 3 – 6 3 2, 2 0 0 4.
[ 4 7 4] Si m o n e Bl a si, Ve dr a n Br d ar, a n d K ai S c h mit z. H a s N A N O Gr a v f o u n d fir st e vi d e n c e
f or c o s mi c stri n g s ? 9 2 0 2 0.
[ 4 7 5] J o h n Elli s a n d M a r e k L e wi c ki. C o s mi c Stri n g I nt er pr et ati o n of N A N O Gr a v P ul s ar
Ti mi n g D at a. 9 2 0 2 0.
[ 4 7 6] Wilf ri e d B u c h m ull er, V al eri e D o m c k e, a n d K ai S c h mit z. Fr o m N A N O Gr a v t o LI G O
wit h m et a st a bl e c o s mi c stri n g s. 9 2 0 2 0.
[ 4 7 7] R o m e S a m a nt a a n d S at y a br at a D att a. Gr a vit ati o n al w a v e c o m pl e m e nt arit y a n d i m p a ct
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of N A N O Gr a v d at a o n gr a vit ati o n al l e pt o g e n e si s: c o s mi c stri n g s. 9 2 0 2 0.
[ 4 7 8] Y ui c hi r o N a k ai, M ot o o S u z u ki, F u mi n o b u T a k a h a s hi, a n d M a s a ki Y a m a d a. Gr a vit a-
ti o n al W a v e s a n d D ar k R a di ati o n fr o m D ar k P h a s e Tr a n siti o n: C o n n e cti n g N A N O Gr a v
P ul s a r Ti mi n g D at a a n d H u b bl e Te n si o n. 9 2 0 2 0.
[ 4 7 9] A n d r e a A d d a zi, Yi- F u C ai, Qi n g y u G a n, A nt o ni n o M ar ci a n o, a n d K ai qi a n g Z e n g.
N A N O Gr a v r e s ult s a n d D ar k Fir st Or d er P h a s e Tr a n siti o n s. 9 2 0 2 0.
[ 4 8 0] W olf r a m R at zi n g er a n d P e dr o S c h w all er. W hi s p er s f r o m t h e d ar k si d e: C o nfr o nti n g
li g ht n e w p h y si c s wit h N A N O Gr a v d at a. 9 2 0 2 0.
[ 4 8 1] R y o N a m b a a n d M ot o o S u z u ki. I m pli c ati o n s of Gr a vit ati o n al- w a v e Pr o d u cti o n fr o m
D a r k P h ot o n R e s o n a n c e t o P ul s ar-ti mi n g O b s er v ati o n s a n d E ff e cti v e N u m b e r of
R el ati vi sti c S p e ci e s. 9 2 0 2 0.
[ 4 8 2] A. N er o n o v, A. R o p er P ol, C. C a pri ni, a n d D. S e mi k o z. N A N O Gr a v si g n al fr o m M H D
t u r b ul e n c e at Q C D p h a s e tr a n siti o n i n t h e e arl y u ni v er s e. 9 2 0 2 0.
[ 4 8 3] H a o- H a o Li, G e n Ye, a n d Y u n- S o n g Pi a o. I s t h e N A N O Gr a v si g n al a hi nt of d S d e c a y
d u ri n g i n fl ati o n ? 9 2 0 2 0.
[ 4 8 4] A vi k P a ul, U p al a M u k h o p a d h y a y, a n d D e b a si s h M aj u m d ar. Gr a vit ati o n al W a v e
Si g n at ur e s fr o m D o m ai n W all a n d Str o n g Fir st- Or d e r P h a s e Tr a n siti o n s i n a T w o
C o m pl e x S c al ar e xt e n si o n of t h e St a n d ar d M o d el. 1 0 2 0 2 0.
[ 4 8 5] S u k a n n y a B h att a c h ar y a, S u b h e n dr a M o h a nt y, a n d Pri y a n k P ar a s h ari. I m pli c ati o n s of
t h e N A N O G r a v r e s ult o n pri m or di al gr a vit ati o n al w a v e s i n n o n st a n d ar d c o s m ol o gi e s.
1 0 2 0 2 0.
[ 4 8 6] Ni c ol a B ell o m o, J o s é L ui s B e r n al, Al vi s e R a c c a n elli, a n d Li ci a Ver d e. Pri m or di al Bl a c k
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H ol e s a s D a r k M att e r: C o n v erti n g C o n str ai nt s fr o m M o n o c hr o m ati c t o E xt e n d e d M a s s
Di st ri b uti o n s. J C A P , 0 1: 0 0 4, 2 0 1 8.
[ 4 8 7] Vi c e nt e At al, J u dit h Ci d, Al b ert E s cri v à, a n d J a u m e G a rri g a. P B H i n si n gl e fi el d
i n fl ati o n: t h e e ff e ct of s h a p e di s p er si o n a n d n o n- G a u s si a niti e s. J C A P , 0 5: 0 2 2, 2 0 2 0.
[ 4 8 8] D a vi d e G e r o s a, G er ai nt P r att e n, a n d Al b ert o Ve c c hi o. Gr a vit ati o n al- w a v e s el e cti o n
e ff e ct s u si n g n e ur al- n et w or k cl a s si fi e r s. 7 2 0 2 0.
[ 4 8 9] Gi a nf r a n c o B ert o n e, D a n H o o p er, a n d J o s e p h Sil k. P arti cl e d ar k m att er: E vi d e n c e,
c a n di d at e s a n d c o n str ai nt s. P h y s. R e pt. , 4 0 5: 2 7 9 – 3 9 0, 2 0 0 5.
[ 4 9 0] A si mi n a Ar v a nit a ki, S a v a s Di m o p o ul o s, S er g ei D u b o v s k y, N e m a nj a K al o p e r, a n d J o h n
M a r c h- R u s s ell. Stri n g A xi v er s e. P h y s. R e v. D , 8 1: 1 2 3 5 3 0, 2 0 1 0.
[ 4 9 1] D a vi d J. E. M ar s h. A xi o n C o s m ol o g y. P h y s. R e pt. , 6 4 3: 1 – 7 9, 2 0 1 6.
[ 4 9 2] A si mi n a Ar v a nit a ki, J u n w u H u a n g, a n d K e n V a n Til b ur g. S e ar c hi n g f or dil at o n d ar k
m att e r wit h at o mi c cl o c k s. P h y s. R e v. D , 9 1( 1): 0 1 5 0 1 5, 2 0 1 5.
[ 4 9 3] H si- Y u S c hi v e, T zi h o n g C hi u e h, a n d T o m Br o a d h ur st. C o s mi c Str u ct ur e a s t h e
Q u a nt u m I nt erf e r e n c e of a C o h er e nt D ar k W a v e. N at u r e P h y s. , 1 0: 4 9 6 – 4 9 9, 2 0 1 4.
[ 4 9 4] Vit or C ar d o s o, Ó s c a r J. C. Di a s, G a vi n S. H art n ett, M att h e w Mi d dl et o n, P a ol o P a ni,
a n d J o r g e E. S a nt o s. C o n str ai ni n g t h e m a s s of d ar k p h ot o n s a n d a xi o n-li k e p arti cl e s
t hr o u g h bl a c k- h ol e s u p err a di a n c e. J C A P , 0 3: 0 4 3, 2 0 1 8.
[ 4 9 5] Y a. B. Z el’ D o vi c h. G e n er ati o n of W a v e s b y a R ot ati n g B o d y. S o vi et J o u r n al of
E x p e ri m e nt al a n d T h e o r eti c al P h y si c s L ett e r s , 1 4: 1 8 0, A u g u st 1 9 7 1.
[ 4 9 6] Willi a m H. Pr e s s a n d S a ul A. Te u k ol s k y. Fl o ati n g O r bit s, S u p err a di a nt S c att eri n g
a n d t h e Bl a c k- h ol e B o m b. N at u r e , 2 3 8: 2 1 1 – 2 1 2, 1 9 7 2.
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[ 4 9 7] St e v e n L. D et w eil er. K L EI N- G O R D O N E Q U A TI O N A N D R O T A TI N G B L A C K
H O L E S. P h y s. R e v. D , 2 2: 2 3 2 3 – 2 3 2 6, 1 9 8 0.
[ 4 9 8] A si mi n a Ar v a nit a ki a n d S er g ei D u b o v s k y. E x pl ori n g t h e Stri n g A xi v er s e wit h Pr e ci si o n
Bl a c k H ol e P h y si c s. P h y s. R e v. D , 8 3: 0 4 4 0 2 6, 2 0 1 1.
[ 4 9 9] Mi g u el C. Ferr eir a, C ai o F. B. M a c e d o, a n d Vit or C a r d o s o. Or bit al fi n g e r pri nt s of
ultr ali g ht s c al ar fi el d s ar o u n d bl a c k h ol e s. P h y s. R e v. D , 9 6( 8): 0 8 3 0 1 7, 2 0 1 7.
[ 5 0 0] S a m R. D ol a n. I n st a bilit y of t h e m a s si v e Kl ei n- G or d o n fi el d o n t h e K err s p a c eti m e.
P h y s. R e v. D , 7 6: 0 8 4 0 0 1, 2 0 0 7.
[ 5 0 1] K a z u n a ri E d a, Y o u s u k e It o h, S a c hi k o K ur o y a n a gi, a n d J o s e p h Sil k. N e w P r o b e of
D ar k- M att er P r o p erti e s: G r a vit ati o n al W a v e s fr o m a n I nt er m e di at e- M a s s Bl a c k H ol e
E m b e d d e d i n a D ar k- M att er Mi ni s pi k e. P h y s. R e v. L ett. , 1 1 0( 2 2): 2 2 1 1 0 1, 2 0 1 3.
[ 5 0 2] F ar h a n Fe r o z a n d M. P. H o b s o n. M ulti m o d al n e st e d s a m pli n g: a n e ffi ci e nt a n d r o b u st
alt er n ati v e t o M C M C m et h o d s f or a str o n o mi c al d at a a n al y si s. M o n. N ot. R o y. A st r o n.
S o c. , 3 8 4: 4 4 9, 2 0 0 8.
[ 5 0 3] F. Fer o z, M. P. H o b s o n, a n d M. Bri d g e s. M ulti N e st: a n e ffi ci e nt a n d r o b u st B a y e si a n
i nf e r e n c e t o ol f or c o s m ol o g y a n d p arti cl e p h y si c s. M o n. N ot. R o y. A st r o n. S o c. ,
3 9 8: 1 6 0 1 – 1 6 1 4, 2 0 0 9.
[ 5 0 4] F. Fer o z, M. P. H o b s o n, E. C a m er o n, a n d A. N. P ettitt. I m p ort a n c e N e st e d S a m pli n g
a n d t h e M ulti N e st Al g orit h m. O p e n J. A st r o p h y s. , 2( 1): 1 0, 2 0 1 9.
[ 5 0 5] Tr a vi s R o b s o n, N eil J. C or ni s h, a n d C h a n g Li u. T h e c o n str u cti o n a n d u s e of LI S A
s e n siti vit y c u r v e s. Cl a s s. Q u a nt. G r a v. , 3 6( 1 0): 1 0 5 0 1 1, 2 0 1 9.
[ 5 0 6] K. G. A r u n, Al e s s a n d r a B u o n a n n o, G uill a u m e F a y e, a n d E v a n O c h s n e r. Hi g h er-
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o r d e r s pi n e ff e ct s i n t h e a m plit u d e a n d p h a s e of gr a vit ati o n al w a v ef or m s e mitt e d b y
i n s pi r ali n g c o m p a ct bi n ari e s: R e a d y-t o- u s e gr a vit ati o n al w a v ef or m s. P h y s. R e v. D ,
7 9: 1 0 4 0 2 3, 2 0 0 9. [ Err at u m: P h y s. R e v. D 8 4, 0 4 9 9 0 1 ( 2 0 1 1)].
[ 5 0 7] B al a z s Mi k o c zi, M at y a s V a s ut h, a n d L a s zl o A. G e r g el y. S elf-i nt er a cti o n s pi n e ff e ct s i n
i n s pi r alli n g c o m p a ct bi n ari e s. P h y s. R e v. D , 7 1: 1 2 4 0 4 3, 2 0 0 5.
[ 5 0 8] Al ej a n d r o B o h é, S yl v ai n M a r s at, a n d L u c Bl a n c h et. N e xt-t o- n e xt-t o-l e a di n g or d er
s pi n – or bit e ff e ct s i n t h e gr a vit ati o n al w a v e fl u x a n d or bit al p h a si n g of c o m p a ct bi n ari e s.
Cl a s s. Q u a nt. G r a v. , 3 0: 1 3 5 0 0 9, 2 0 1 3.
[ 5 0 9] Pi ot r J a r a n o w s ki, A n dr z ej Kr ol a k, a n d B er n ar d F. S c h ut z. D at a a n al y si s of gr a vi-
t ati o n al - w a v e si g n al s fr o m s pi n ni n g n e utr o n st ar s. 1. T h e Si g n al a n d it s d et e cti o n.
P h y s. R e v. D , 5 8: 0 6 3 0 0 1, 1 9 9 8.
[ 5 1 0] B r u c e All e n, W ar r e n G. A n d e r s o n, P at ri c k R. Br a d y, D u n c a n A. Br o w n, a n d J oli e n
D. E. C r ei g ht o n. FI N D C HI R P: A n Al g orit h m f or d et e cti o n of gr a vit ati o n al w a v e s
fr o m i n s pir ali n g c o m p a ct bi n ari e s. P h y s. R e v. D , 8 5: 1 2 2 0 0 6, 2 0 1 2.
[ 5 1 1] E m a n u el e B erti, Al e s s a n dr a B u o n a n n o, a n d Cli ff or d M. Will. E sti m ati n g s pi n ni n g
bi n ar y p ar a m et er s a n d t e sti n g alt er n ati v e t h e ori e s of g r a vit y wit h LI S A. P h y s. R e v.
D , 7 1: 0 8 4 0 2 5, 2 0 0 5.
[ 5 1 2] Mi c h el e V alli s n eri. Te sti n g g e n er al r el ati vit y wit h gr a vit ati o n al w a v e s: A r e alit y c h e c k.
P R D, 8 6( 8): 0 8 2 0 0 1, O ct o b er 2 0 1 2.
[ 5 1 3] P a ol o G o n d ol o a n d J o s e p h Sil k. D ar k m att e r a n ni hil ati o n at t h e g al a cti c c e nt er. P h y s.
R e v. L ett. , 8 3: 1 7 1 9 – 1 7 2 2, 1 9 9 9.
[ 5 1 4] LI G O S ci e nti fi c C oll a b or ati o n. LI G O Al g orit h m Li br ar y - L A L S uit e. f r e e s oft w ar e
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( G P L), 2 0 1 8.
[ 5 1 5] J o n at h a n R. G ai r, L e or B ar a c k, Te vi et Cr ei g ht o n, C u rt C utl er, S h a n e L. L ar s o n,
E. St erl P hi n n e y, a n d Mi c h el e V alli s n eri. E v e nt r at e e sti m at e s f or LI S A e xtr e m e m a s s
r ati o c a pt ur e s o ur c e s. Cl a s s. Q u a nt. G r a v. , 2 1: S 1 5 9 5 – S 1 6 0 6, 2 0 0 4.
[ 5 1 6] K a z u n a ri E d a, Y o u s u k e It o h, S a c hi k o K u r o y a n a gi, a n d J o s e p h Sil k. Gr a vit ati o n al
w a v e s a s a pr o b e of d ar k m att er mi ni s pi k e s. P h y s. R e v. D , 9 1( 4): 0 4 4 0 4 5, 2 0 1 5.
[ 5 1 7] A si mi n a A r v a nit a ki, M a s h a B ar y a k ht ar, a n d Xi nl u H u a n g. Di s c o v e ri n g t h e Q C D
A xi o n wit h Bl a c k H ol e s a n d Gr a vit ati o n al W a v e s. P h y s. R e v. D , 9 1( 8): 0 8 4 0 1 1, 2 0 1 5.
[ 5 1 8] D a ni el B a u m a n n, H o r n g S h e n g C hi a, a n d R af a el A. P ort o. Pr o bi n g Ultr ali g ht B o s o n s
wit h Bi n a r y Bl a c k H ol e s. P h y s. R e v. D , 9 9( 4): 0 4 4 0 0 1, 2 0 1 9.
[ 5 1 9] P a u A m a r o- S e o a n e. R el ati vi sti c d y n a mi c s a n d e xt r e m e m a s s r ati o i n s pir al s. Li vi n g
R e vi e w s i n R el ati vit y , 2 1( 1): 4, M a y 2 0 1 8.
[ 5 2 0] At s u s hi Ni s hi z a w a, E m a n u el e B e rti, A nt oi n e Kl ei n, a n d Al b ert o S e s a n a. e LI S A
e c c e ntri cit y m e a s ur e m e nt s a s tr a c e r s of bi n a r y bl a c k h ol e f o r m ati o n. P h y s. R e v. D ,
9 4( 6): 0 6 4 0 2 0, 2 0 1 6.
[ 5 2 1] C arl o s A. R. H e r d eir o a n d E u g e n R a d u. K err bl a c k h ol e s wit h s c al ar h air. P h y s. R e v.
L ett. , 1 1 2: 2 2 1 1 0 1, 2 0 1 4.
[ 5 2 2] St a ni sl a v B a b a k, H u a F a n g, J o n at h a n R. G air, K o st a s Gl a m p e d a ki s, a n d S c ott A.
H u g h e s. ’ Kl u d g e’ gr a vit ati o n al w a v ef or m s f or a t e st- b o d y or biti n g a K err bl a c k h ol e.
P h y s. R e v. D , 7 5: 0 2 4 0 0 5, 2 0 0 7. [ E rr at u m: P h y s. R e v. D 7 7, 0 4 9 9 0 ( 2 0 0 8)].
[ 5 2 3] Al vi n J. K. C h u a, C h ri st o p h er J. M o o r e, a n d J o n at h a n R. G ai r. A u g m e nt e d kl u d g e
w a v ef o r m s f or d et e cti n g e xtr e m e- m a s s-r ati o i n s pir al s. P h y s. R e v. D , 9 6( 4): 0 4 4 0 0 5,
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2 0 1 7.
[ 5 2 4] V al e ri a Fe rr ari, E m a n u el e B erti, M ar c o D’ A n dr e a, a n d A. A s ht e k ar. Gr a vit ati o n al
W a v e s E mitt e d b y E xtr a s ol ar Pl a n et ar y S y st e m s. I nt e r n ati o n al J o u r n al of M o d e r n
P h y si c s D , 9( 5): 4 9 5 – 5 0 9, J a n u ar y 2 0 0 0.
[ 5 2 5] E. B erti a n d V. Ferr ari. Gr a vit ati o n al w a v e s e mitt e d b y e xtr a s ol a r pl a n et ar y s y st e m s.
I C T P L e ct. N ot e s S e r. , 3: 3 7 1 – 3 8 3, 2 0 0 1.
[ 5 2 6] E. B e rti a n d V. Fer r a ri. E x cit ati o n of g- m o d e s of s ol ar-t y p e st ar s b y a n or biti n g
c o m p a ni o n. P R D, 6 3( 6): 0 6 4 0 3 1, M ar c h 2 0 0 1.
[ 5 2 7] A. C a s s a n, D. K u b a s, J. P. B e a uli e u, M. D o mi ni k, K. H or n e, J. Gr e e n hill, J. W a m b s-
g a n s s, J. M e n zi e s, A. Willi a m s, U. G. J ør g e n s e n, A. U d al s ki, D. P. B e n n ett, M. D.
Al br o w, V. B ati st a, S. Brill a nt, J. A. R. C al d w ell, A. C ol e, C h. C o ut ur e s, K. H.
C o o k, S. Di et er s, D. D o mi ni s Pr e st er, J. D o n at o wi c z, P. F o u q u é, K. Hill, N. K ai n s,
S. K a n e, J. B. M ar q u ett e, R. M arti n, K. R. P oll ar d, K. C. S a h u, C. Vi nt er, D. W arr e n,
B. W at s o n, M. Z u b, T. S u mi, M. K. S z y m a ń s ki, M. K u bi a k, R. P ol e s ki, I. S o s z y n s ki,
K. Ul a c z y k, G. Pi etr z y ń s ki, a n d L. W y r z y k o w s ki. O n e or m or e b o u n d pl a n et s p er
Mil k y W a y st a r fr o m mi cr ol e n si n g o b s e r v ati o n s. N at ur e, 4 8 1( 7 3 8 0): 1 6 7 – 1 6 9, J a n u ar y
2 0 1 2.
[ 5 2 8] Pr z e m e k Mr ó z, A n d r z ej U d al s ki, J a n S k o wr o n, R a d o sl a w P ol e s ki, S z y m o n K o zl o w s ki,
Mi c h al K. S z y m a ń s ki, I g o r S o s z y ń s ki, L u k a s z W y r z y k o w s ki, P a w el Pi etr u k o wi c z,
Kr z y s zt of Ul a c z y k, D or ot a S k o w r o n, a n d Mi c h al P a wl a k. N o l ar g e p o p ul ati o n of
u n b o u n d or wi d e- or bit J u pit er- m a s s pl a n et s. N at ur e, 5 4 8( 7 6 6 6): 1 8 3 – 1 8 6, A u g u st 2 0 1 7.
[ 5 2 9] A ni r b a n Ai n, S hil p a K a st h a, a n d S a njit Mitr a. St o c h a sti c gr a vit ati o n al w a v e b a c k-
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gr o u n d fr o m e x o pl a n et s. P R D, 9 1( 1 2): 1 2 4 0 2 3, J u n e 2 0 1 5.
[ 5 3 0] C. J. M o o r e, R. H. C ol e, a n d C. P. L. B err y. Gr a vit ati o n al- w a v e s e n siti vit y c ur v e s.
Cl a s si c al a n d Q u a nt u m G r a vit y , 3 2( 1): 0 1 5 0 1 4, J a n u ar y 2 0 1 5.
[ 5 3 1] C u rt C utl e r. A n g ul ar r e s ol uti o n of t h e LI S A gr a vit ati o n al w a v e d et e ct or. P R D,
5 7( 1 2): 7 0 8 9 – 7 1 0 2, J u n e 1 9 9 8.
[ 5 3 2] E m a n u el e B erti, Al e s s a n dr a B u o n a n n o, a n d Cli ff or d M. Will. E sti m ati n g s pi n ni n g
bi n ar y p ar a m et e r s a n d t e sti n g alt er n ati v e t h e ori e s of gr a vit y wit h LI S A. P R D,
7 1( 8): 0 8 4 0 2 5, A pril 2 0 0 5.
[ 5 3 3] T. K u pf e r, V. K or ol, S. S h a h, G. N el e m a n s, T. R. M ar s h, G. R a m s a y, P. J. Gr o ot,
D. T. H. St e e g h s, a n d E. M. R o s si. LI S A v eri fi c ati o n bi n ari e s wit h u p d at e d di st a n c e s
f r o m G ai a D at a R el e a s e 2. M N R A S, 4 8 0( 1): 3 0 2 – 3 0 9, O ct o b er 2 0 1 8.
[ 5 3 4] Ar k a di u s z Bl a ut, St a ni sl a v B a b a k, a n d A n d r z ej Kr ól a k. M o c k LI S A d at a c h all e n g e f o r
t h e G al a cti c w hit e d w arf bi n ari e s. P R D, 8 1( 6): 0 6 3 0 0 8, M a r c h 2 0 1 0.
[ 5 3 5] J e ff Cr o w d er a n d N eil J. C or ni s h. E xtr a cti n g g al a cti c bi n ar y si g n al s fr o m t h e fir st r o u n d
of M o c k LI S A D at a C h all e n g e s. Cl a s si c al a n d Q u a nt u m G r a vit y , 2 4( 1 9): S 5 7 5 – S 5 8 5,
O ct o b er 2 0 0 7.
[ 5 3 6] Eri c P oi s s o n a n d Cli ff o r d M. Will. Gr a vit ati o n al w a v e s fr o m i n s pir ali n g c o m p a ct bi n a-
ri e s: P ar a m et er e sti m ati o n u si n g s e c o n d- p o st- N e wt o ni a n w a v ef or m s. P R D, 5 2( 2): 8 4 8 –
8 5 5, J ul y 1 9 9 5.
[ 5 3 7] S et h E. Ti m p a n o, L o ui s J. R u b b o, a n d N eil J. C or ni s h. C h a r a ct eri zi n g t h e g al a cti c
gr a vit ati o n al w a v e b a c k gr o u n d wit h LI S A. P R D, 7 3( 1 2): 1 2 2 0 0 1, J u n e 2 0 0 6.
[ 5 3 8] S w et a S h a h a n d Gij s N el e m a n s. C o n st r ai ni n g P ar a m et e r s of W hit e- d w arf Bi n ari e s
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U si n g G r a vit ati o n al- w a v e a n d El e ctr o m a g n eti c O b s e r v ati o n s. A p J, 7 9 0( 2): 1 6 1, A u g u st
2 0 1 4.
[ 5 3 9] Al b e rt o S e s a n a.  Pr o s p e ct s f or M ulti b a n d Gr a vit ati o n al- W a v e A str o n o m y aft er
G W 1 5 0 9 1 4. P R L, 1 1 6( 2 3): 2 3 1 1 0 2, J u n e 2 0 1 6.
[ 5 4 0] K r z y s zt of B el c z y n s ki, M att h e w B e n a c q ui st a, a n d T o m a s z B uli k. D o u bl e C o m p a ct
O bj e ct s a s L o w-fr e q u e n c y Gr a vit ati o n al W a v e S o u r c e s. A p J, 7 2 5( 1): 8 1 6 – 8 2 3, D e c e m b e r
2 0 1 0.
[ 5 4 1] K at el y n Br ei vi k, C arl L. R o dri g u e z, S h a n e L. L ar s o n, V a s sili ki K al o g er a, a n d Fr e d eri c A.
R a si o. Di sti n g ui s hi n g b et w e e n F or m ati o n C h a n n el s f or Bi n ar y Bl a c k H ol e s wit h LI S A.
A p J, 8 3 0( 1): L 1 8, O ct o b er 2 0 1 6.
[ 5 4 2] At s u s hi Ni s hi z a w a, E m a n u el e B e rti, A nt oi n e Kl ei n, a n d Al b ert o S e s a n a. e LI S A
e c c e ntri cit y m e a s ur e m e nt s a s tr a c er s of bi n ar y bl a c k h ol e f or m ati o n. P R D, 9 4( 6): 0 6 4 0 2 0,
S e pt e m b e r 2 0 1 6.
[ 5 4 3] At s u s hi Ni s hi z a w a, Al b ert o S e s a n a, E m a n u el e B erti, a n d A nt oi n e Kl ei n. C o n str ai ni n g
st ell a r bi n ar y bl a c k h ol e f o r m ati o n s c e n ari o s wit h e LI S A e c c e ntri cit y m e a s ur e m e nt s.
M N R A S, 4 6 5( 4): 4 3 7 5 – 4 3 8 0, M ar c h 2 0 1 7.
[ 5 4 4] J o h a n S a m si n g, D a ni el J. D’ Or a zi o, A b b a s A s k ar, a n d Mir e k Gi er s z. Bl a c k H ol e
M er g er s fr o m Gl o b ul ar Cl u st er s O b s e r v a bl e b y LI S A a n d LI G O: R e s ult s fr o m p o st-
N e wt o ni a n Bi n ar y- Si n gl e S c att eri n g s. a r Xi v e- p ri nt s , p a g e ar Xi v: 1 8 0 2. 0 8 6 5 4, Fe br u ar y
2 0 1 8.
[ 5 4 5] K yl e K r e m er, C arl L. R o dri g u e z, P a u A m ar o- S e o a n e, K at el y n Br ei vi k, S o ur a v C h at-
t erj e e, Mi c h a el L. K at z, S h a n e L. L ar s o n, Fr e d eri c A. R a si o, J o h a n S a m si n g, Cl air e S.
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Ye, a n d Mi c h a el Z e vi n. P o st- N e wt o ni a n d y n a mi c s i n d e n s e st ar cl u st e r s: Bi n ar y bl a c k
h ol e s i n t h e LI S A b a n d. P R D, 9 9( 6): 0 6 3 0 0 3, M ar c h 2 0 1 9.
[ 5 4 6] J o h a n S a m si n g a n d D a ni el J. D’ Or a zi o. H o w p o st- N e wt o ni a n d y n a mi c s s h a p e t h e
di stri b uti o n of st ati o n ar y bi n ar y bl a c k h ol e LI S A s o ur c e s i n n e a r b y gl o b ul a r cl u st er s.
P R D, 9 9( 6): 0 6 3 0 0 6, M a r c h 2 0 1 9.
[ 5 4 7] D a ni el J. D’ Or a zi o a n d J o h a n S a m si n g. Bl a c k h ol e m e r g er s fr o m gl o b ul ar cl u st er s o b-
s er v a bl e b y LI S A II. R e s ol v e d e c c e ntri c s o u r c e s a n d t h e gr a vit ati o n al w a v e b a c k gr o u n d.
M N R A S, 4 8 1( 4): 4 7 7 5 – 4 7 8 5, D e c e m b er 2 0 1 8.
[ 5 4 8] J o h a n S a m si n g a n d D a ni el J. D’ Or a zi o. Bl a c k H ol e M er g er s Fr o m Gl o b ul ar Cl u s-
t er s O b s er v a bl e b y LI S A I: E c c e ntri c S o ur c e s Ori gi n ati n g Fr o m R el ati vi sti c N- b o d y
D y n a mi c s. M N R A S, 4 8 1( 4): 5 4 4 5 – 5 4 5 0, D e c e m b er 2 0 1 8.
[ 5 4 9] K yl e K r e m er, S o ur a v C h att erj e e, K at el y n Br ei vi k, C arl L. R o dri g u e z, S h a n e L. L ar-
s o n, a n d Fr e d eri c A. R a si o. LI S A S o ur c e s i n Mil k y W a y Gl o b ul ar Cl u st er s. P R L,
1 2 0( 1 9): 1 9 1 1 0 3, M a y 2 0 1 8.
[ 5 5 0] Li s a R a n d all a n d Z h o n g- Z hi Xi a n y u. A Dir e ct Pr o b e of M a s s D e n sit y n e ar I n s pir ali n g
Bi n a r y Bl a c k H ol e s. A p J, 8 7 8( 2): 7 5, J u n e 2 0 1 9.
[ 5 5 1] M ar c u s E. L o w e r, Eri c T hr a n e, P a ul D. L a s k y, a n d R o r y S mit h. M e a s uri n g e c c e ntri cit y
i n bi n a r y bl a c k h ol e i n s pi r al s wit h gr a vit ati o n al w a v e s. P R D, 9 8( 8): 0 8 3 0 2 8, O ct o b er
2 0 1 8.
[ 5 5 2] E m a n u el e B e rti, E nri c o B a r a u s s e, Vit or C ar d o s o, L e o n ar d o G u alti eri, P a ol o P a ni,
Ulri c h S p er h a k e, L e o C. St ei n, N or b ert We x, K e nt Y a gi, Te s s a B a k e r, C. P. B ur g e s s,
Fl á vi o S. C o el h o, D a ni el a D o n e v a, A nt o ni o D e Feli c e, P e d r o G. Ferr eir a, P a ul o C. C.
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Fr eir e, J a m e s H e al y, C arl o s H e r d eir o, Mi c h a el H or b at s c h, B u r k h a r d Kl ei h a u s, A nt oi n e
Kl ei n, K o st a s K o k k ot a s, J utt a K u n z, P a bl o L a g u n a, R y a n N. L a n g, Tj o n ni e G. F. Li,
T y s o n Litt e n b er g, A n d r e w M at a s, S a e e d Mir s h e k ari, Hi r ot a d a O k a w a, E u g e n R a d u,
Ri c h ar d O’ S h a u g h n e s s y, B a n g al or e S. S at h y a pr a k a s h, C hri s V a n D e n Br o e c k, H a n s A.
Wi nt h e r, H el vi Wit e k, Mir E m a d A g hili, J u sti n Al si n g, Br ett B ol e n, L u c a B o m b elli,
S ar a h C a u dill, Li a n g C h e n, J u a n C arl o s D e g oll a d o, R y ui c hi F ujit a, C ai xi a G a o, D a vi d e
G er o s a, S a e e d K a m ali, H e ct or O. Sil v a, J o ã o G. R o s a, L al e h S a d e g hi a n, M ar c o S a m p ai o,
H aji m e S ot a ni, a n d Mi g u el Zil h a o. Te sti n g g e n er al r el ati vit y wit h pr e s e nt a n d f ut ur e
a str o p h y si c al o b s er v ati o n s. Cl a s si c al a n d Q u a nt u m G r a vit y , 3 2( 2 4): 2 4 3 0 0 1, D e c e m b er
2 0 1 5.
[ 5 5 3] E nri c o B ar a u s s e, Ni c ol á s Y u n e s, a n d K ati e C h a m b erl ai n. T h e or y- A g n o sti c C o n str ai nt s
o n Bl a c k- H ol e Di p ol e R a di ati o n wit h M ulti b a n d Gr a vit ati o n al- W a v e A str o p h y si c s.
P R L, 1 1 6( 2 4): 2 4 1 1 0 4, J u n e 2 0 1 6.
[ 5 5 4] K o ut ar o u K y ut o k u a n d N a o ki S et o. Gr a vit ati o n al- w a v e c o s m o gr a p h y wit h LI S A a n d
t h e H u b bl e t e n si o n. P R D, 9 5( 8): 0 8 3 5 2 5, A p ril 2 0 1 7.
[ 5 5 5] W alt er D el P o z z o, Al b ert o S e s a n a, a n d A nt oi n e Kl ei n. St ell ar bi n ar y bl a c k h ol e s i n t h e
LI S A b a n d: a n e w cl a s s of st a n d ar d sir e n s. M N R A S, 4 7 5( 3): 3 4 8 5 – 3 4 9 2, A pril 2 0 1 8.
[ 5 5 6] R h o n d al e T s o, D a vi d e G er o s a, a n d Y a n b ei C h e n. O pti mi zi n g LI G O wit h LI S A
f or e w ar ni n g s t o i m p r o v e bl a c k- h ol e s p e ctr o s c o p y. P R D, 9 9( 1 2): 1 2 4 0 4 3, J u n e 2 0 1 9.
[ 5 5 7] S al v at o r e Vit al e. M ulti b a n d Gr a vit ati o n al- W a v e A str o n o m y: P a r a m et er E sti m ati o n
a n d Te st s of G e n e r al R el ati vit y wit h S p a c e- a n d Gr o u n d- B a s e d D et e ct or s. P R L,
1 1 7( 5): 0 5 1 1 0 2, J ul y 2 0 1 6.
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[ 5 5 8] K a z e W. K. W o n g, El y D. K o v et z, C urt C utl er, a n d E m a n u el e B erti. E x p a n di n g t h e
LI S A H o ri z o n fr o m t h e Gr o u n d. P R L, 1 2 1( 2 5): 2 5 1 1 0 2, D e c e m b er 2 0 1 8.
[ 5 5 9] Al b ert o M a n gi a gli, A nt oi n e Kl ei n, Al b ert o S e s a n a, E nri c o B ar a u s s e, a n d M o ni c a C ol pi.
P o st- N e wt o ni a n p h a s e a c c ur a c y r e q uir e m e nt s f or st ell ar bl a c k h ol e bi n ari e s wit h LI S A.
P R D, 9 9( 6): 0 6 4 0 5 6, M a r c h 2 0 1 9.
[ 5 6 0] Al b e rt o S e s a n a. M ulti- b a n d gr a vit ati o n al w a v e a str o n o m y: s ci e n c e wit h j oi nt s p a c e-
a n d gr o u n d- b a s e d o b s er v ati o n s of bl a c k h ol e bi n ari e s. I n J o u r n al of P h y si c s C o nf e r e n c e
S e ri e s , v ol u m e 8 4 0 of J o u r n al of P h y si c s C o nf e r e n c e S e ri e s , p a g e 0 1 2 0 1 8, M a y 2 0 1 7.
[ 5 6 1] K o ut a r o u K y ut o k u a n d N a o ki S et o. C o n ci s e e sti m at e of t h e e x p e ct e d n u m b e r of
d et e cti o n s f or st ell ar- m a s s bi n ar y bl a c k h ol e s b y e LI S A. M N R A S, 4 6 2( 2): 2 1 7 7 – 2 1 8 3,
O ct o b er 2 0 1 6.
[ 5 6 2] V ai b h a v Ti w ari. E sti m ati o n of t h e s e n siti v e v ol u m e f o r gr a vit ati o n al- w a v e s o u r c e
p o p ul ati o n s u si n g w ei g ht e d M o nt e C arl o i nt e gr ati o n. Cl a s si c al a n d Q u a nt u m G r a vit y ,
3 5( 1 4): 1 4 5 0 0 9, J ul y 2 0 1 8.
[ 5 6 3] R. O’ S h a u g h n e s s y, V. K al o g er a, a n d K. B el c z y n s ki. Bi n ar y C o m p a ct O bj e ct C o al e s-
c e n c e R at e s: T h e R ol e of Elli pti c al G al a xi e s. A p J, 7 1 6( 1): 6 1 5 – 6 3 3, J u n e 2 0 1 0.
[ 5 6 4] M. D o mi ni k, E. B erti, R. O’ S h a u g h n e s s y, I. M a n d el, K. B el c z y n s ki, C. Fr y er, D. E.
H ol z, T. B uli k, a n d F. P a n n ar al e. D o u bl e C o m p a ct O bj e ct s III: Gr a vit ati o n al- w a v e
D et e cti o n R at e s. A p J, 8 0 6( 2): 2 6 3, J u n e 2 0 1 5.
[ 5 6 5] H.- Y. C h e n, D. E. H ol z, J. Mill er, M. E v a n s, S. Vit al e, a n d J. Cr ei g ht o n. Di st a n c e
m e a s ur e s i n gr a vit ati o n al- w a v e a str o p h y si c s a n d c o s m ol o g y. a r Xi v e- p ri nt s , p a g e
ar Xi v: 1 7 0 9. 0 8 0 7 9, S e pt e m b er 2 0 1 7.
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[ 5 6 6] B. P. A b b ott, R. A b b ott, T. D. A b b ott, M. R. A b er n at h y, K. A c kl e y, C. A d a m s,
P. A d d e s s o, R. X. A d hi k ari, V. B. A d y a, C. A ff el dt, a n d et al. E x pl ori n g t h e s e n siti vit y
of n e xt g e n e r ati o n gr a vit ati o n al w a v e d et e ct or s. Cl a s si c al a n d Q u a nt u m G r a vit y ,
3 4( 4): 0 4 4 0 0 1, Fe b r u a r y 2 0 1 7.
[ 5 6 7] P. C. P et er s. Gr a vit ati o n al R a di ati o n a n d t h e M oti o n of T w o P oi nt M a s s e s. P h y si c al
R e vi e w , 1 3 6( 4 B): 1 2 2 4 – 1 2 3 2, N o v e m b er 1 9 6 4.
[ 5 6 8] Tr a vi s R o b s o n, N eil J. C or ni s h, a n d C h a n g Li u. T h e c o n str u cti o n a n d u s e of LI S A
s e n siti vit y c u r v e s. Cl a s si c al a n d Q u a nt u m G r a vit y , 3 6( 1 0): 1 0 5 0 1 1, M a y 2 0 1 9.
[ 5 6 9] P. Ajit h, S. B a b a k, Y. C h e n, M. H e wit s o n, B. Kri s h n a n, J. T. W h el a n, B. Br ü g m a n n,
P. Di e n e r, J. G o n z al e z, M. H a n n a m, S. H u s a, M. K o p pit z, D. P oll n e y, L. R e z z oll a,
L. S a nt a m arı́ a, A. M. Si nt e s, U. S p er h a k e, a n d J. T h or n b ur g. A p h e n o m e n ol o gi c al
t e m pl at e f a mil y f or bl a c k- h ol e c o al e s c e n c e w a v ef or m s. Cl a s si c al a n d Q u a nt u m G r a vit y ,
2 4( 1 9): S 6 8 9 – S 6 9 9, O ct o b er 2 0 0 7.
[ 5 7 0] C u rt C utl e r, T h e o c h ari s A. A p o st ol at o s, L ar s Bil d st e n, L e e S m a u el Fi n n, E a n n a E.
Fl a n a g a n, D a ni el K e n n e fi c k, Dr a g olj u b M. M ar k o vi c, A m o s O ri, E ri c P oi s s o n, G er-
al d J a y S u s s m a n, a n d Ki p S. T h or n e. T h e l a st t h r e e mi n ut e s: I s s u e s i n gr a vit ati o n al-
w a v e m e a s u r e m e nt s of c o al e s ci n g c o m p a ct bi n ari e s. P R L, 7 0( 2 0): 2 9 8 4 – 2 9 8 7, M a y
1 9 9 3.
[ 5 7 1] Il y a M a n d el a n d Ali s o n F ar m er. M er gi n g st ell a r- m a s s bi n ar y bl a c k h ol e s. a r Xi v
e- p ri nt s , p a g e ar Xi v: 1 8 0 6. 0 5 8 2 0, J u n e 2 0 1 8.
[ 5 7 2] K. B el c z y n s ki, J. Kl e n c ki, C. E. Fi el d s, A. Ol ej a k, E. B erti, G. M e y n et, C. L. Fr y er,
D. E. H ol z, R. O’ S h a u g h n e s s y, D. A. Br o w n, T. B uli k, S. C. L e u n g, K. N o m ot o,
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P. M a d a u, R. Hir s c hi, E. K ai s er, S. J o n e s, S. M o n d al, M. C hr u sli n s k a, P. Dr o z d a,
D. G er o s a, Z. D o ct or, M. Gi e r s z, S. E k str o m, C. G e or g y, A. A s k a r, V. B ai b h a v,
D. W y s o c ki, T. N at a n, W. M. F arr, G. Wi kt or o wi c z, M. C ol e m a n Mill er, B. F arr, a n d
J. P. L a s ot a. E v ol uti o n ar y r o a d s l e a di n g t o l o w e ff e cti v e s pi n s, hi g h bl a c k h ol e m a s s e s,
a n d O 1 / O 2 r at e s f or LI G O / Vir g o bi n ar y bl a c k h ol e s. A & A, 6 3 6: A 1 0 4, A pril 2 0 2 0.
[ 5 7 3] D a vi d e G er o s a, Mi c h a el K e s d e n, E m a n u el e B erti, Ri c h ar d O’ S h a u g h n e s s y, a n d Ulri c h
S p e r h a k e. R e s o n a nt- pl a n e l o c ki n g a n d s pi n ali g n m e nt i n st ell ar- m a s s bl a c k- h ol e
bi n ari e s: A di a g n o sti c of c o m p a ct- bi n ar y f or m ati o n. P R D, 8 7( 1 0): 1 0 4 0 2 8, M a y 2 0 1 3.
[ 5 7 4] C h ri s L. Fr y er, S. E. W o o sl e y, a n d Di et er H. H art m a n n. F or m ati o n R at e s of Bl a c k
H ol e A c cr eti o n Di s k G a m m a- R a y B ur st s. A p J, 5 2 6( 1): 1 5 2 – 1 7 7, N o v e m b er 1 9 9 9.
[ 5 7 5] Kr z y s zt of B el c z y n s ki, V a s sili ki K al o g er a, a n d T o m a s z B uli k. A C o m pr e h e n si v e St u d y
of Bi n a r y C o m p a ct O bj e ct s a s Gr a vit ati o n al W a v e S o ur c e s: E v ol uti o n a r y C h a n n el s,
R at e s, a n d P h y si c al Pr o p erti e s. A p J, 5 7 2( 1): 4 0 7 – 4 3 1, J u n e 2 0 0 2.
[ 5 7 6] Kr z y s zt of B el c z y n s ki, D a ni el E. H ol z, T o m a s z B uli k, a n d Ri c h ar d O’ S h a u g h n e s s y. T h e
fi r st g r a vit ati o n al- w a v e s o ur c e fr o m t h e i s ol at e d e v ol uti o n of t w o st ar s i n t h e 4 0- 1 0 0
s ol ar m a s s r a n g e. N at ur e, 5 3 4( 7 6 0 8): 5 1 2 – 5 1 5, J u n e 2 0 1 6.
[ 5 7 7] S er e n a R e p ett o a n d Gij s N el e m a n s. C o n str ai ni n g t h e f or m ati o n of bl a c k h ol e s i n s h ort-
p e ri o d bl a c k h ol e l o w- m a s s X-r a y bi n ari e s. M N R A S, 4 5 3( 3): 3 3 4 1 – 3 3 5 5, N o v e m b er
2 0 1 5.
[ 5 7 8] É ti e n n e R a ci n e. A n al y si s of s pi n p r e c e s si o n i n bi n ar y bl a c k h ol e s y st e m s i n cl u di n g
q u a dr u p ol e- m o n o p ol e i nt er a cti o n. P R D, 7 8( 4): 0 4 4 0 2 1, A u g u st 2 0 0 8.
[ 5 7 9] D a vi d e G e r o s a, Mi c h a el K e s d e n, Ulri c h S p er h a k e, E m a n u el e B erti, a n d Ri c h ar d
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O’ S h a u g h n e s s y. M ulti-ti m e s c al e a n al y si s of p h a s e tr a n siti o n s i n pr e c e s si n g bl a c k- h ol e
bi n a ri e s. P R D, 9 2( 6): 0 6 4 0 1 6, S e pt e m b er 2 0 1 5.
[ 5 8 0] B. P a c z y n s ki. C o m m o n E n v el o p e Bi n ari e s. I n P et er E g gl et o n, Si m o n Mitt o n, a n d
J o h n W h el a n, e dit or s, St r u ct u r e a n d E v ol uti o n of Cl o s e Bi n a r y S y st e m s , v ol u m e 7 3,
p a g e 7 5, J a n u ar y 1 9 7 6.
[ 5 8 1] N. I v a n o v a, S. J u st h a m, X. C h e n, O. D e M a r c o, C. L. Fr y er, E. G a b u r o v, H. G e,
E. Gl e b b e e k, Z. H a n, X. D. Li, G. L u, T. M ar s h, P. P o d si a dl o w s ki, A. P ott er, N. S o k e r,
R. T a a m, T. M. T a uri s, E. P. J. v a n d e n H e u v el, a n d R. F. We b bi n k. C o m m o n e n v el o p e
e v ol uti o n: w h er e w e st a n d a n d h o w w e c a n m o v e f or w ar d. A & A R e v., 2 1: 5 9, Fe br u ar y
2 0 1 3.
[ 5 8 2] A nt oi n e Kl ei n, E n ri c o B ar a u s s e, Al b ert o S e s a n a, A nt oi n e P etit e a u, E m a n u el e B erti,
St a ni sl a v B a b a k, J o n at h a n G air, S o fi a n e A o u di a, I a n Hi n d er, Fr a n k O h m e, a n d B arr y
W a r d ell. S ci e n c e wit h t h e s p a c e- b a s e d i nt erf er o m et e r e LI S A: S u p er m a s si v e bl a c k h ol e
bi n a ri e s. P R D, 9 3( 2): 0 2 4 0 0 3, J a n u ar y 2 0 1 6.
[ 5 8 3] Willi a m A. F o wl er a n d F. H o yl e. N e utri n o Pr o c e s s e s a n d P air F or m ati o n i n M a s si v e
St ar s a n d S u p er n o v a e. A p J S, 9: 2 0 1, D e c e m b er 1 9 6 4.
[ 5 8 4] Z. B ar k at, G. R a k a v y, a n d N. S a c k. D y n a mi c s of S u p er n o v a E x pl o si o n R e s ulti n g fr o m
P ai r F o r m ati o n. P R L, 1 8( 1 0): 3 7 9 – 3 8 1, M ar c h 1 9 6 7.
[ 5 8 5] P a bl o M a r c h a nt, M at hi e u R e n z o, R o b ert F ar m er, K alir o e M. W. P a p p a s, R o n al d E.
T a a m, S el m a E. d e Mi n k, a n d V a s sili ki K al o g e r a. P ul s ati o n al P air-i n st a bilit y S u p e r-
n o v a e i n Ver y Cl o s e Bi n ari e s. A p J, 8 8 2( 1): 3 6, S e pt e m b e r 2 0 1 9.
[ 5 8 6] M a ri o S p e r a a n d Mi c h el a M a p elli. Ver y m a s si v e st a r s, p air-i n st a bilit y s u p er n o v a e
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a n d i nt e r m e di at e- m a s s bl a c k h ol e s wit h t h e s e v n c o d e. M N R A S, 4 7 0( 4): 4 7 3 9 – 4 7 4 9,
O ct o b er 2 0 1 7.
[ 5 8 7] S. E. W o o sl e y. P ul s ati o n al P air-i n st a bilit y S u p e r n o v a e. A p J, 8 3 6( 2): 2 4 4, Fe br u a r y
2 0 1 7.
[ 5 8 8] El y D. K o v et z, Ili a s C h oli s, M ar c K a mi o n k o w s ki, a n d J o s e p h Sil k. Li mit s o n r u n a w a y
g r o wt h of i nt er m e di at e m a s s bl a c k h ol e s fr o m a d v a n c e d LI G O. P R D, 9 7( 1 2): 1 2 3 0 0 3,
J u n e 2 0 1 8.
[ 5 8 9] P a u A m a r o- S e o a n e a n d L u cı́ a S a nt a m a rı́ a. D et e cti o n of I M B H s wit h Gr o u n d- b a s e d
G r a vit ati o n al W a v e O b s er v at ori e s: A Bi o gr a p h y of a Bi n ar y of Bl a c k H ol e s, fr o m
Birt h t o D e at h. A p J, 7 2 2( 2): 1 1 9 7 – 1 2 0 6, O ct o b er 2 0 1 0.
[ 5 9 0] B e n c e K o c si s a n d J a n n a L e vi n. R e p e at e d b ur st s fr o m r el ati vi sti c s c att eri n g of c o m p a ct
o bj e ct s i n g al a cti c n u cl ei. P R D, 8 5( 1 2): 1 2 3 0 0 5, J u n e 2 0 1 2.
[ 5 9 1] S a m a nt h a A. U s m a n, Al e x a n d e r H. Nit z, I a n W. H arr y, C hri st o p h e r M. Bi w er,
D u n c a n A. Br o w n, Miri a m C a b er o, C olli n D. C a p a n o, Tit o D al C a nt o n, T h o m a s
D e nt, St e p h e n F air h ur st, M ar c el S. K e hl, D r e w K e p p el, B a dri Kri s h n a n, A m b er L e n o n,
A n d r e w L u n d gr e n, Al e x B. Ni el s e n, L a r n e P. P e k o w s k y, H ar al d P. Pf ei ff er, P et er R.
S a ul s o n, M att h e w We st, a n d J o s h u a L. Willi s. T h e P y C B C s e ar c h f or gr a vit ati o n al
w a v e s fr o m c o m p a ct bi n ar y c o al e s c e n c e. Cl a s si c al a n d Q u a nt u m G r a vit y , 3 3( 2 1): 2 1 5 0 0 4,
N o v e m b e r 2 0 1 6.
[ 5 9 2] A. L a m b e rt s, S. G arri s o n- Ki m m el, P. F. H o p ki n s, E. Q u at a ert, J. S. B ull o c k, C. A.
F a u c h e r- Gi g u è r e, A. Wet z el, D. K er e š, K. D r a n g o, a n d R. E. S a n d er s o n. Pr e di cti n g
t h e bi n a r y bl a c k h ol e p o p ul ati o n of t h e Mil k y W a y wit h c o s m ol o gi c al si m ul ati o n s.
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M N R A S, 4 8 0( 2): 2 7 0 4 – 2 7 1 8, O ct o b er 2 0 1 8.
[ 5 9 3] Al b e rt o S e s a n a.  Pr o s p e ct s f or M ulti b a n d Gr a vit ati o n al- W a v e A str o n o m y aft er
G W 1 5 0 9 1 4. P h y s. R e v. L ett. , 1 1 6( 2 3): 2 3 1 1 0 2, 2 0 1 6.
[ 5 9 4] C olli n C a p a n o, T h o m a s D e nt, Yi- Mi n g H u, M arti n H e n d r y, C h ri s M e s s e n g er, a n d J o h n
Veit c h. S y st e m ati c e rr or s i n e sti m ati o n of gr a vit ati o n al- w a v e c a n di d at e si g ni fi c a n c e. 1
2 0 1 6.
[ 5 9 5] B.. P.. A b b ott et al. G W 1 7 0 6 0 8: O b s er v ati o n of a 1 9- s ol ar- m a s s Bi n ar y Bl a c k H ol e
C o al e s c e n c e. A st r o p h y s. J. , 8 5 1( 2): L 3 5, 2 0 1 7.
[ 5 9 6] R y a n L y n c h, Mi c h a el C o u g hli n, S al v at or e Vit al e, C h ri st o p h er W. St u b b s, a n d Eri k
K at s a v o u ni di s. O b s er v ati o n al i m pli c ati o n s of l o w eri n g t h e LI G O- Vir g o al e rt t h r e s h ol d.
A st r o p h y s. J. L ett. , 8 6 1( 2): L 2 4, 2 0 1 8.
[ 5 9 7] W alt e r D el P o z z o, Al b ert o S e s a n a, a n d A nt oi n e Kl ei n. St ell a r bi n ar y bl a c k h ol e s
i n t h e LI S A b a n d: a n e w cl a s s of st a n d ar d sir e n s. M o n. N ot. R o y. A st r o n. S o c. ,
4 7 5( 3): 3 4 8 5 – 3 4 9 2, 2 0 1 8.
[ 5 9 8] B. P. A b b ott et al. T h e R at e of Bi n ar y Bl a c k H ol e M e r g e r s I nf err e d fr o m A d v a n c e d
LI G O O b s er v ati o n s S u rr o u n di n g G W 1 5 0 9 1 4. A st r o p h y s. J. L ett. , 8 3 3( 1): L 1, 2 0 1 6.
[ 5 9 9] H si n- Y u C h e n, D a ni el E. H ol z, J o h n Mill er, M att h e w E v a n s, S al v at o r e Vit al e, a n d
J oli e n Cr ei g ht o n. Di st a n c e m e a s ur e s i n gr a vit ati o n al- w a v e a str o p h y si c s a n d c o s m ol o g y.
Cl a s s. Q u a nt. G r a v. , 3 8( 5): 0 5 5 0 1 0, 2 0 2 1.
[ 6 0 0] K. B el c z y n s ki et al. T h e E ff e ct of P air-I n st a bilit y M a s s L o s s o n Bl a c k H ol e M er g e r s.
A st r o n. A st r o p h y s. , 5 9 4: A 9 7, 2 0 1 6.
[ 6 0 1] El y D. K o v et z, Ili a s C h oli s, M ar c K a mi o n k o w s ki, a n d J o s e p h Sil k. Li mit s o n R u n a w a y
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G r o wt h of I nt er m e di at e M a s s Bl a c k H ol e s fr o m A d v a n c e d LI G O. P h y s. R e v. D ,
9 7( 1 2): 1 2 3 0 0 3, 2 0 1 8.
[ 6 0 2] E a n n a E. Fl a n a g a n a n d S c ott A. H u g h e s. M e a s uri n g gr a vit ati o n al w a v e s fr o m bi n ar y
bl a c k h ol e c o al e s c e n c e s: 1. Si g n al-t o- n oi s e f or i n s pir al, m er g er, a n d ri n g d o w n. P h y s.
R e v. D , 5 7: 4 5 3 5 – 4 5 6 5, 1 9 9 8.
[ 6 0 3] C u rt C utl e r a n d E a n n a E. Fl a n a g a n. Gr a vit ati o n al w a v e s fr o m m er gi n g c o m p a ct
bi n ari e s: H o w a c c ur at el y c a n o n e e xtr a ct t h e bi n ar y’ s p ar a m et er s fr o m t h e i n s pir al
w a v e f or m ? P h y s. R e v. D , 4 9: 2 6 5 8 – 2 6 9 7, 1 9 9 4.
[ 6 0 4] Tit o D al C a nt o n et al. I m pl e m e nti n g a s e a r c h f or ali g n e d- s pi n n e utr o n st ar- bl a c k
h ol e s y st e m s wit h a d v a n c e d g r o u n d b a s e d gr a vit ati o n al w a v e d et e ct or s. P h y s. R e v. D ,
9 0( 8): 0 8 2 0 0 4, 2 0 1 4.
[ 6 0 5] S a m a nt h a A. U s m a n et al. T h e P y C B C s e ar c h f or gr a vit ati o n al w a v e s fr o m c o m p a ct
bi n a r y c o al e s c e n c e. Cl a s s. Q u a nt. G r a v. , 3 3( 2 1): 2 1 5 0 0 4, 2 0 1 6.
[ 6 0 6] Al e x a n d e r H. Nit z, T h o m a s D e nt, Tit o D al C a nt o n, St e p h e n F air h ur st, a n d D u n-
c a n A. B r o w n. D et e cti n g bi n a r y c o m p a ct- o bj e ct m er g er s wit h gr a vit ati o n al w a v e s:
U n d er st a n di n g a n d I m pr o vi n g t h e s e n siti vit y of t h e P y C B C s e ar c h. A st r o p h y s. J. ,
8 4 9( 2): 1 1 8, 2 0 1 7.
[ 6 0 7] M a r c v a n d e r Sl u y s, Vi vi e n R a y m o n d, Il y a M a n d el, C hri sti a n R o v er, N el s o n C hri s-
t e n s e n, Vi c k y K al o g e r a, R e n at e M e y er, a n d Al b ert o Ve c c hi o. P ar a m et er e sti m ati o n
of s pi n ni n g bi n ar y i n s pir al s u si n g M ar k o v- c h ai n M o nt e C arl o. Cl a s s. Q u a nt. G r a v. ,
2 5: 1 8 4 0 1 1, 2 0 0 8.
[ 6 0 8] h t t p s : / / l i s a - l d c . l a l . i n 2 p 3 . f r / .
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[ 6 0 9] Mi c h ali s A g at h o s, W alt e r D el P o z z o, Tj o n ni e G. F. Li, C hri s V a n D e n Br o e c k, J o h n
Veit c h, a n d S al v at or e Vit al e. TI G E R: A d at a a n al y si s pi p eli n e f or t e sti n g t h e str o n g-
fi el d d y n a mi c s of g e n e r al r el ati vit y wit h g r a vit ati o n al w a v e si g n al s fr o m c o al e s ci n g
c o m p a ct bi n ari e s. P h y s. R e v. D , 8 9( 8): 0 8 2 0 0 1, 2 0 1 4.
[ 6 1 0] B. P. A b b ott et al. Te st s of g e n e r al r el ati vit y wit h G W 1 5 0 9 1 4. P h y s. R e v. L ett. ,
1 1 6( 2 2): 2 2 1 1 0 1, 2 0 1 6. [ Err at u m: P h y s. R e v. L ett. 1 2 1, n o. 1 2, 1 2 9 9 0 2( 2 0 1 8)].
[ 6 1 1] S al v at o r e Vit al e. M ulti b a n d Gr a vit ati o n al- W a v e A str o n o m y: P a r a m et er E sti m ati o n
a n d Te st s of G e n er al R el ati vit y wit h S p a c e- a n d Gr o u n d- B a s e d D et e ct or s. P h y s. R e v.
L ett. , 1 1 7( 5): 0 5 1 1 0 2, 2 0 1 6.
[ 6 1 2] E nri c o B ar a u s s e, Ni c ol á s Y u n e s, a n d K ati e C h a m b erl ai n. T h e or y- A g n o sti c C o n str ai nt s
o n Bl a c k- H ol e Di p ol e R a di ati o n wit h M ulti b a n d Gr a vit ati o n al- W a v e A str o p h y si c s.
P h y s. R e v. L ett. , 1 1 6( 2 4): 2 4 1 1 0 4, 2 0 1 6.
[ 6 1 3] Ni c ol a s Y u n e s, K e nt Y a gi, a n d Fr a n s Pr et ori u s. T h e or eti c al P h y si c s I m pli c ati o n s of t h e
Bi n a r y Bl a c k- H ol e M er g er s G W 1 5 0 9 1 4 a n d G W 1 5 1 2 2 6. P h y s. R e v. D , 9 4( 8): 0 8 4 0 0 2,
2 0 1 6.
[ 6 1 4] Ili a s C h oli s, El y D. K o v et z, Y a ci n e Ali- H aı̈ m o u d, Si m e o n Bir d, M ar c K a mi o n k o w s ki,
J uli a n B. M u ñ o z, a n d Al vi s e R a c c a n elli. Or bit al e c c e ntri citi e s i n pri m or di al bl a c k h ol e
bi n a ri e s. P h y s. R e v. D , 9 4( 8): 0 8 4 0 1 3, 2 0 1 6.
[ 6 1 5] K at el y n Br ei vi k, C arl L. R o dri g u e z, S h a n e L. L ar s o n, V a s sili ki K al o g er a, a n d Fr e d eri c A.
R a si o. Di sti n g ui s hi n g B et w e e n F or m ati o n C h a n n el s f or Bi n ar y Bl a c k H ol e s wit h LI S A.
A st r o p h y s. J. L ett. , 8 3 0( 1): L 1 8, 2 0 1 6.
[ 6 1 6] At s u s hi Ni s hi z a w a, Al b ert o S e s a n a, E m a n u el e B erti, a n d A nt oi n e Kl ei n. C o n str ai ni n g
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st ell a r bi n ar y bl a c k h ol e f o r m ati o n s c e n ari o s wit h e LI S A e c c e ntri cit y m e a s ur e m e nt s.
M o n. N ot. R o y. A st r o n. S o c. , 4 6 5( 4): 4 3 7 5 – 4 3 8 0, 2 0 1 7.
[ 6 1 7] L á s zl ó G o n d á n, B e n c e K o c si s, P é t e r R a ff ai, a n d Z s olt Fr ei. A c c ur a c y of E sti m ati n g
Hi g hl y E c c e ntri c Bi n ar y Bl a c k H ol e P ar a m et er s wit h Gr a vit ati o n al- W a v e D et e cti o n s.
A st r o p h y s. J. , 8 5 5( 1): 3 4, 2 0 1 8.
[ 6 1 8] D a ni el J. D’ Or a zi o a n d J o h a n S a m si n g. Bl a c k H ol e M er g er s Fr o m Gl o b ul ar Cl u st er s
O b s e r v a bl e b y LI S A II: R e s ol v e d E c c e ntri c S o ur c e s a n d t h e G r a vit ati o n al W a v e
B a c k gr o u n d. M o n. N ot. R o y. A st r o n. S o c. , 4 8 1( 4): 4 7 7 5 – 4 7 8 5, 2 0 1 8.
[ 6 1 9] K o h ei I n a y o s hi, Ni c ol a T a m a ni ni, C hi ar a C a pri ni, a n d Z olt á n H ai m a n. Pr o bi n g st ell ar
bi n a r y bl a c k h ol e f o r m ati o n i n g al a cti c n u cl ei vi a t h e i m p ri nt of t h eir c e nt er of m a s s
a c c el e r ati o n o n t h eir gr a vit ati o n al w a v e si g n al. P h y s. R e v. D , 9 6( 6): 0 6 3 0 1 4, 2 0 1 7.
[ 6 2 0] K yl e Kr e m er, S o ur a v C h att erj e e, K at el y n Br ei vi k, C arl L. R o dri g u e z, S h a n e L. L ar s o n,
a n d Fr e d e ri c A. R a si o. LI S A S o u r c e s i n Mil k y W a y Gl o b ul ar Cl u st er s. P h y s. R e v.
L ett. , 1 2 0( 1 9): 1 9 1 1 0 3, 2 0 1 8.
[ 6 2 1] J o h a n S a m si n g, D a ni el J. D’ Or a zi o, A b b a s A s k ar, a n d Mir e k Gi er s z. Bl a c k H ol e
M er g er s fr o m Gl o b ul ar Cl u st er s O b s e r v a bl e b y LI S A a n d LI G O: R e s ult s fr o m p o st-
N e wt o ni a n Bi n ar y- Si n gl e S c att eri n g s. 2 2 0 1 8.
[ 6 2 2] M. Mi y o s hi, J. M or a n, J. H er r n st ei n, L. Gr e e n hill, N. N a k ai, P. Di a m o n d, a n d
M. I n o u e. E vi d e n c e f or a bl a c k h ol e fr o m hi g h r ot ati o n v el o citi e s i n a s u b- p ar s e c r e gi o n
of N G C 4 2 5 8. N at u r e, 3 7 3: 1 2 7 – 1 2 9, J a n u ar y 1 9 9 5.
[ 6 2 3] A. M. G h e z et al. M e a s u ri n g Di st a n c e a n d Pr o p erti e s of t h e Mil k y W a y’ s C e ntr al
S u p er m a s si v e Bl a c k H ol e wit h St ell ar Or bit s. A st r o p h y s. J. , 6 8 9: 1 0 4 4 – 1 0 6 2, 2 0 0 8.
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[ 6 2 4] S. Gill e s s e n, F. Ei s e n h a u er, S. Tri p p e, T. Al e x a n d er, R. G e n z el, F. M arti n s, a n d
T. Ott. M o nit o ri n g st ell ar or bit s ar o u n d t h e M a s si v e Bl a c k H ol e i n t h e G al a cti c C e nt er.
A st r o p h y s. J. , 6 9 2: 1 0 7 5 – 1 1 0 9, 2 0 0 9.
[ 6 2 5] B r a dl e y M. P et er s o n et al. C e ntr al m a s s e s a n d br o a d-li n e r e gi o n si z e s of a cti v e
g al a cti c n u cl ei. II. A H o m o g e n e o u s a n al y si s of a l ar g e r e v er b er ati o n- m a p pi n g d at a b a s e.
A st r o p h y s. J. , 6 1 3: 6 8 2 – 6 9 9, 2 0 0 4.
[ 6 2 6] F. Ö z el, D. P s alti s, R. N ar a y a n, a n d J. E. M c Cli nt o c k. T h e Bl a c k H ol e M a s s Di stri b u-
ti o n i n t h e G al a x y. A p J, 7 2 5: 1 9 1 8 – 1 9 2 7, D e c e m b er 2 0 1 0.
[ 6 2 7] D. St e e g h s, J. E. M c Cli nt o c k, S. G. P a r s o n s, M. J. R ei d, S. Littl ef air, a n d V. S.
D hill o n. T h e n ot- s o- m a s si v e bl a c k h ol e i n t h e mi cr o q u a s ar G R S 1 9 1 5 + 1 0 5. A st r o p h y s.
J. , 7 6 8: 1 8 5, 2 0 1 3.
[ 6 2 8] B. Kı zılt a n, H. B a u m g ar dt, a n d A. L o e b. A n i nt er m e di at e- m a s s bl a c k h ol e i n t h e
c e ntr e of t h e gl o b ul ar cl u st er 4 7 T u c a n a e. N at ur e, 5 4 2: 2 0 3 – 2 0 5, Fe br u ar y 2 0 1 7.
[ 6 2 9] M. M e z c u a. O b s er v ati o n al e vi d e n c e f or i nt e r m e di at e- m a s s bl a c k h ol e s. I nt e r n ati o n al
J o u r n al of M o d e r n P h y si c s D , 2 6: 1 7 3 0 0 2 1, 2 0 1 7.
[ 6 3 0] Dr a g olj u b M ar k o vi c. O n t h e p o s si bilit y of d et er mi ni n g c o s m ol o gi c al p ar a m et er s fr o m
m e a s u r e m e nt s of gr a vit ati o n al w a v e s e mitt e d b y c o al e s ci n g, c o m p a ct bi n ari e s. P h y s.
R e v. , D 4 8: 4 7 3 8 – 4 7 5 6, 1 9 9 3.
[ 6 3 1] Ni c ol a s Y u n e s, M. C ol e m a n Mill er, a n d J o n at h a n T h or n b ur g. T h e E ff e ct of M a s si v e
P ert ur b er s o n E xtr e m e M a s s- R ati o I n s pir al W a v ef or m s. P h y s. R e v. , D 8 3: 0 4 4 0 3 0, 2 0 1 1.
[ 6 3 2] D a vi d e G er o s a a n d C hri st o p h er J. M o or e. Bl a c k h ol e ki c k s a s n e w g r a vit ati o n al w a v e
o b s e r v a bl e s. P h y s. R e v. L ett. , 1 1 7( 1): 0 1 1 1 0 1, 2 0 1 6.
2 5 4
BI B LI O G R A P H Y
[ 6 3 3] Y o h ai M ei r o n, B e n c e K o c si s, a n d A br a h a m L o e b. D et e cti n g tri pl e s y st e m s wit h
gr a vit ati o n al w a v e o b s er v ati o n s. A st r o p h y s. J. , 8 3 4( 2): 2 0 0, 2 0 1 7.
[ 6 3 4] Li s a R a n d all a n d Z h o n g- Z hi Xi a n y u. A Dir e ct Pr o b e of M a s s D e n sit y N e ar I n s pir ali n g
Bi n a r y Bl a c k H ol e s. A r Xi v e- p ri nt s , 2 0 1 8.
[ 6 3 5] C a mill e B o n vi n, C hi ar a C a p ri ni, Ri c c ar d o St ur a ni, a n d Ni c ol a T a m a ni ni. E ff e ct of
m att er str u ct ur e o n t h e gr a vit ati o n al w a v ef or m. P h y s. R e v. , D 9 5( 4): 0 4 4 0 2 9, 2 0 1 7.
[ 6 3 6] Tr a vi s R o b s o n, N eil J. C or ni s h, Ni c ol a T a m a ni ni, a n d Sil vi a T o o n e n. D et e cti n g
hi er ar c hi c al st ell a r s y st e m s wit h LI S A. P h y s. R e v. , D 9 8( 6): 0 6 4 0 1 2, 2 0 1 8.
[ 6 3 7] N a o ki S et o. D et e cti n g Pl a n et s ar o u n d C o m p a ct Bi n ari e s wit h Gr a vit ati o n al W a v e
D et e ct or s i n S p a c e. A st r o p h y s. J. , 6 7 7: L 5 5 – L 5 8, 2 0 0 8.
[ 6 3 8] Ni c ol a T a m a ni ni a n d C a mill a D a ni el s ki. Li st e ni n g t o t h e gr a vit ati o n al w a v e s o u n d of
ci r c u m bi n ar y e x o pl a n et s. A r Xi v e- p ri nt s , 2 0 1 8.
[ 6 3 9] J a s o n H. St e ff e n, D o n g- H o n g W u, a n d S h a n e L. L ar s o n. D et e cti n g cir c u m bi n ar y
e x o pl a n et s a n d hi er ar c hi c al st ell ar tri pl e s wit h t h e LI S A gr a vit ati o n al r a di ati o n mi s si o n.
A r Xi v e- p ri nt s , 2 0 1 8.
[ 6 4 0] C urt C utl e r. A n g ul a r r e s ol uti o n of t h e LI S A gr a vit ati o n al w a v e d et e ct or. P h y s. R e v. ,
D 5 7: 7 0 8 9 – 7 1 0 2, 1 9 9 8.
[ 6 4 1] K ati e C h a m b erl ai n, C hri st o p h er J. M o or e, D a vi d e G er o s a, a n d Ni c ol a s Y u n e s.
Fr e q u e n c y- d o m ai n w a v ef or m a p pr o xi m a nt s c a pt uri n g D o p pl er s hift s. A r Xi v e- p ri nt s ,
2 0 1 8.
[ 6 4 2] Li s a R a n d all a n d Z h o n g- Z hi Xi a n y u. I n d u c e d Elli pti cit y f or I n s pir ali n g Bi n ar y S y st e m s.
A st r o p h y s. J. , 8 5 3( 1): 9 3, 2 0 1 8.
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[ 6 4 3] Li s a R a n d all a n d Z h o n g- Z hi Xi a n y u. A n A n al yti c al P ortr ait of Bi n ar y M e r g e r s i n
Hi er ar c hi c al Tri pl e S y st e m s. A st r o p h y s. J. , 8 6 4( 2): 1 3 4, 2 0 1 8.
[ 6 4 4] J o h a n S a m si n g a n d D a ni el J. D’ Or a zi o. Bl a c k H ol e M er g er s Fr o m Gl o b ul ar Cl u s-
t er s O b s er v a bl e b y LI S A I: E c c e ntri c S o u r c e s Ori gi n ati n g Fr o m R el ati vi sti c N - b o d y
D y n a mi c s. M o n. N ot. R o y. A st r o n. S o c. , 4 8 1( 4): 5 4 4 5 – 5 4 5 0, 2 0 1 8.
[ 6 4 5] C a rl L. R o dri g u e z, P a u A m ar o- S e o a n e, S o u r a v C h att e rj e e, K yl e Kr e m er, Fr e d eri c A.
R a si o, J o h a n S a m si n g, Cl air e S. Ye, a n d Mi c h a el Z e vi n. P o st- N e wt o ni a n D y n a mi c s i n
D e n s e St ar Cl u st er s: F or m ati o n, M a s s e s, a n d M er g er R at e s of Hi g hl y- E c c e ntri c Bl a c k
H ol e Bi n a ri e s. P h y s. R e v. , D 9 8( 1 2): 1 2 3 0 0 5, 2 0 1 8.
[ 6 4 6] E. P oi s s o n a n d C. M. Will. G r a vit y . C a m bri d g e U ni v er sit y Pr e s s, M a y 2 0 1 4.
[ 6 4 7] N at ali a I v a n o v a, K. B el c z y n s ki, J. M. Fr e g e a u, a n d F. A. R a si o. T h e E v ol uti o n of
bi n ar y fr a cti o n s i n gl o b ul ar cl u st er s. M o n. N ot. R o y. A st r o n. S o c. , 3 5 8: 5 7 2 – 5 8 4, 2 0 0 5.
[ 6 4 8] A. S olli m a, G. B e c c ari, F. R. Ferr ar o, F. F u si P e c ci, a n d A. S ar aj e di ni. T h e fr a cti o n
of bi n ar y s y st e m s i n t h e c or e of t hirt e e n l o w- d e n sit y G al a cti c gl o b ul ar cl u st e r s. M o n.
N ot. R o y. A st r o n. S o c. , 3 8 0: 7 8 1, 2 0 0 7.
[ 6 4 9] J arr o d R. H u rl e y, S v err e J. A ar s et h, a n d Mi c h a el M. S h ar a. T h e c or e bi n ar y fr a cti o n s
of st a r cl u st er s fr o m r e ali sti c si m ul ati o n s. A st r o p h y s. J. , 6 6 5: 7 0 7 – 7 1 8, 2 0 0 7.
[ 6 5 0] Mi c h a el D. Al br o w, R o n al d L. Gillil a n d, Ti m ot h y M. Br o w n, P et er D. E d m o n d s,
P ur a gr a G u h at h a k urt a, a n d At a S ar aj e di ni. T h e fr e q u e n c y of bi n ar y st ar s i n t h e c o r e
of 4 7 t u c a n a e. A st r o p h y s. J. , 5 5 9: 1 0 6 0, 2 0 0 1.
[ 6 5 1] M. H é n o n. M o nt e c a rl o m o d el s of st ar cl u st er s. A st r o p h y si c s a n d S p a c e S ci e n c e ,
1 3( 2): 2 8 4 – 2 9 9, O ct o b er 1 9 7 1.
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[ 6 5 2] P a u A m ar o- S e o a n e a n d R ai n er S p ur z e m. T h e l o s s- c o n e pr o bl e m i n d e n s e n u cl ei. M o n.
N ot. R o y. A st r o n. S o c. , 3 2 7: 9 9 5, 2 0 0 1.
[ 6 5 3] J o h n M. Fr e g e a u, P. C h e u n g, S. F. P ort e gi e s Z w art, a n d F. A. R a si o. St ell ar c olli si o n s
d u ri n g bi n ar y - bi n ar y a n d bi n ar y - si n gl e st ar i nt er a cti o n s. M o n. N ot. R o y. A st r o n.
S o c. , 3 5 2: 1, 2 0 0 4.
[ 6 5 4] G. Fr a gi o n e, E. Gri s hi n, N. W. C. L ei g h, H. B. P er et s, a n d R. P er n a. Bl a c k H ol e a n d
N e ut r o n St ar M er g e r s i n G al a cti c N u cl ei. A r Xi v e- p ri nt s , N o v e m b er 2 0 1 8.
[ 6 5 5] C h a rl e s J. H ail e y, K a y a M ori, Fr a n z E. B a u e r, Mi c h a el E. B er k o wit z, J a e s u b H o n g,
a n d B e nj a mi n J. H or d. A d e n sit y c u s p of q ui e s c e nt x-r a y bi n ari e s i n t h e c e ntr al p ar s e c
of t h e g al a x y. N at u r e , 5 5 6: 7 0 E P, A pril 2 0 1 8.
[ 6 5 6] W arr e n R. B r o w n, M ar g ar et J. G ell e r, S c ott J. K e n y o n, a n d Mi c h a el J. K u rt z. Di s c o v er y
of a n u n b o u n d h y p er- v el o cit y st ar i n t h e Mil k y W a y h al o. A st r o p h y s. J. , 6 2 2: L 3 3 – L 3 6,
2 0 0 5.
[ 6 5 7] Bl a k e D. S h er wi n, A br a h a m L o e b, a n d R y a n M. O’ L e ar y. H y p e r v el o cit y St a r s fr o m
t h e A n dr o m e d a G al a x y. M o n. N ot. R o y. A st r o n. S o c. , 3 8 6: 1 1 7 9, 2 0 0 8.
[ 6 5 8] Jilli a n M. B ell o v ar y, M or d e c ai- M ar k M a c L o w, B ar r y M c K er n a n, a n d K. E. S a a vi k
F or d. Mi g r ati o n Tr a p s i n Di s k s Ar o u n d S u p er m a s si v e Bl a c k H ol e s. A st r o p h y s. J. ,
8 1 9( 2): L 1 7, 2 0 1 6.
[ 6 5 9] We n- Bi a o H a n a n d Xi a n C h e n. I d e ntif y bi n ar y e xt r e m e- m a s s-r ati o i n s pir al s wit h
m ulti- b a n d gr a vit ati o n al- w a v e o b s e r v ati o n s. A r Xi v e- p ri nt s , 2 0 1 8.
[ 6 6 0] Xi a n C h e n a n d We n- Bi a o H a n. A N e w T y p e of E xtr e m e- m a s s- r ati o I n s pir al s Pr o d u c e d
b y Ti d al C a pt ur e of Bi n ar y Bl a c k H ol e s. C o m m u ni c ati o n s P h y si c s , 1: 5 3, 2 0 1 8.
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[ 6 6 1] E d w ar d J. M. C ol b e rt a n d Ri c h ar d F. M u s h ot z k y. T h e N at ur e of a c cr eti n g bl a c k h ol e s
i n n e a r b y g al a x y n u cl ei. A st r o p h y s. J. , 5 1 9: 8 9 – 1 0 7, 1 9 9 9.
[ 6 6 2] M. D. C a b all e r o- G ar ci a, T. B ell o ni, a n d L. Z a m pi eri. Q u a si- P eri o di c O s cill ati o n s a n d
e n e r g y s p e ctr a fr o m t h e t w o bri g ht e st Ultr a- L u mi n o u s X-r a y s o ur c e s i n M 8 2. M o n.
N ot. R o y. A st r o n. S o c. , 4 3 6: 3 2 6 2, 2 0 1 3.
[ 6 6 3] D h e er aj R. P a s h a m, T o d E. Str o h m a y er, a n d Ri c h ar d F. M u s h ot z k y. A 4 0 0 s ol ar m a s s
bl a c k h ol e i n t h e Ultr al u mi n o u s X-r a y s o u r c e M 8 2 X- 1 a c cr eti n g cl o s e t o it s E d di n gt o n
li mit. A r Xi v e- p ri nt s , 2 0 1 5. [ N at ur e 5 1 3, 7 4( 2 0 1 4)].
[ 6 6 4] I. V. C hili n g a ri a n, I. Y. K at k o v, I. Y. Z ol ot u k hi n, K. A. Gri s hi n, Y. B el et s k y, K. B o ut si a,
a n d D. J. O si p. A P o p ul ati o n of B o n a Fi d e I nt er m e di at e- m a s s Bl a c k H ol e s I d e nti fi e d
a s L o w-l u mi n o sit y A cti v e G al a cti c N u cl ei. A p J, 8 6 3: 1, A u g u st 2 0 1 8.
[ 6 6 5] D. D. N g u y e n, A. C. S et h, N. N e u m a y er, S. I g u c hi, M. C a p p ell ari, J. Str a d er,
L. C h o mi u k, E. Tr e m o u, F. P a c u c ci, K. N a k a ni s hi, A. B a hr a mi a n, P. M. N g u y e n,
M. d e n Br o k, C. A h n, K. T. V o g g el, N. K a c h ar o v, T. T s u k ui, C. K. L y, A. D u m o nt,
a n d R. P e c h etti. I m pr o v e d D y n a mi c al C o n str ai nt s o n t h e M a s s e s of t h e C e ntr al
Bl a c k H ol e s i n N e ar b y L o w- m a s s E arl y-t y p e G al a cti c N u cl ei A n d t h e Fir st Bl a c k H ol e
D et e r mi n ati o n f or N G C 2 0 5. A r Xi v e- p ri nt s , J a n u ar y 2 0 1 9.
[ 6 6 6] T o s hi k a z u E bi s u z a ki, J u ni c hir o M a ki n o, T a k e s hi G o T s u r u, Y o k o F u n at o, Si m o n F.
P ort e gi e s Z w art, Pi et H ut, St e v e M c Mill a n, S at o ki M at s u s hit a, Hir o n ori M at s u m ot o,
a n d R y o h ei K a w a b e. Mi s si n g li n k f o u n d ? – t h e “r u n a w a y ” p at h t o s u p er m a s si v e bl a c k
h ol e s. A st r o p h y s. J. , 5 6 2: L 1 9, 2 0 0 1.
[ 6 6 7] G. Fr a gi o n e, I. Gi n s b ur g, a n d B. K o c si s. Gr a vit ati o n al W a v e s a n d I nt er m e di at e- m a s s
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Bl a c k H ol e R et e nti o n i n Gl o b ul ar Cl u st e r s. A p J, 8 5 6: 9 2, A pril 2 0 1 8.
[ 6 6 8] G. Fr a gi o n e, N. W. C. L ei g h, I. Gi n s b u r g, a n d B. K o c si s. Ti d al Di sr u pti o n E v e nt s
a n d Gr a vit ati o n al W a v e s fr o m I nt er m e di at e- m a s s Bl a c k H ol e s i n E v ol vi n g Gl o b ul ar
Cl u st er s a cr o s s S p a c e a n d Ti m e. A p J, 8 6 7: 1 1 9, N o v e m b er 2 0 1 8.
[ 6 6 9] M. Ar c a- S e d d a a n d A. G u al a n dri s. Gr a vit ati o n al w a v e s o ur c e s fr o m i n s pir alli n g gl o b ul ar
cl u st e r s i n t h e G al a cti c C e ntr e a n d si mil ar e n vir o n m e nt s. M N R A S, 4 7 7: 4 4 2 3 – 4 4 4 2,
J ul y 2 0 1 8.
[ 6 7 0] M. Ar c a- S e d d a a n d R. C a p u z z o- D ol c ett a. T h e M E G a N p r oj e ct II. Gr a vit ati o n al w a v e s
f r o m i nt e r m e di at e- m a s s a n d bi n a r y bl a c k h ol e s ar o u n d a s u p er m a s si v e bl a c k h ol e.
M N R A S, 4 8 3: 1 5 2 – 1 7 1, Fe br u ar y 2 0 1 9.
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Vi t a
K a z e, W a n g K ei, W o n g w as b or n i n H o n g K o n g
o n D e c e m b er 1 5, 1 9 9 5. H e b e c a m e a p h ysi cs-
m aj or u n d er gr a d u at e i n T h e C hi n es e U ni v ersit y
of H o n g K o n g ( C U H K) i n 2 0 1 3. I n 2 0 1 5, h e
r e c ei v e d t h e S u m m er U n d er gr a d u at e R es e ar c h
E x c h a n g e Pr o gr a m ( S U R E) s c h ol ars hi p a n d tr a v-
el e d t o C ar n e gi e M ell o n U ni v ersit y t o w or k o n
c os m ol o g y wit h S hirl e y H o. F or his u n d er gr a d u-
at e fi n al y e ar pr oj e ct, h e st a y e d at C U H K t o w or k o n gr a vit ati o n al- w a v e astr o p h ysi cs
wit h Tj o n ni e G. F. Li. H e j oi n e d t h e D e p art m e nt of P h ysi cs & Astr o n o m y at J o h ns
H o p ki ns U ni v ersit y i n 2 0 1 7 a n d r e c ei v e d a P h. D. d e gr e e i n p h ysi cs i n 2 0 2 1 u n d er
t h e s u p er visi o n of Pr of. E m a n u el e B erti. Aft er his gr a d u ati o n, h e will m o v e t o t h e
C e nt er f or C o m p ut ati o n al Astr o p h ysi cs, Fl atir o n I nstit ut e t o c o nti n u e his r es e ar c h o n
gr a vit ati o n al w a v es a n d d e e p l e ar ni n g as a r es e ar c h f ell o w.
2 6 0
